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u s r r R O D U c c i O N 
Este manual está diseñado para convertirse en el estudiante de 
ingeniería, en un nuevo recurso que permite mantenerle informado 
sobre los principios fundamentales que explican cabalmente el 
movimiento de los cuerpos macroscópicos en un amplio rango de 
velocidades, pues de manera sintética se desarrolla también la 
teoria especial de la relatividad. 
Por otra parte contiene información acerca de las leyes que 
determinan las condiciones por las cuales un cuerpo se mantiene 
en equilibrio, con lo cual se pretende el inicio en otro campo de 
la física aplicada como es la estática. 
El desarrollo de estos objetivos comienza a partir del capítulo 2 
con la dinámica de una partícula, luego se introduce los 
conceptos de trabajo y energía como nueva alternativa para 
resolver el problema del movimiento. 
En el capítulo 4 se generaliza la dinámica y las leyes de 
conservación de la energía, cantidad de movimiento lineal y 
momento angular para sistemas conformados de muchas partículas y 
en el capítulo 5 se desarrolla la dinámica rotacional que 
corresponde al movimiento del cuerpo rígido, considerado también 
como sistema de muchas partículas en el que sus distancias 
permanecen constantes bajo la aplicación de fuerzas o torques. 
El tratamiento de estos temas se realiza de manera ordenada con 
validez general y enfatizando además, en la simetría de las 
ecuaciones útiles en la descripción del movimiento de los 
cuerpos. 
El manual permite contribuir también a un cambio metodólogico en 
la enseñanza de la física, pues la experiencia nos ha mostrado 
que buena parte de las explicaciones y exposiciones se pierden 
por la necesidad de tomar apuntes, lo cual no ocurriría si se 
dispone de este material. 
Obviando la toma de apuntes, se gana tiempo para ser destinado a 
la ejecución de otras actividades que complementan y enriquecen 
el curso, como: 
Realización de mayor número de prácticas en el laboratorio 
Realización de prototipos donde se evidencia la aplicación de los 
contenidos desarrollados en el curso 
Realización de talleres destinados a resolver problemas de 
aplicación. 
Proyección de material audiovisual, etc. 
C A P I T U L O 1 
G E N E R A L X D A D E S 
i.l Introducción 
Para iniciarnos en este curso, se comenzará por establecer una 
definición de lo que es fisica, que a pesar de ser muy 
aproximada, dará una idea del objeto de estudio y los fines que 
persigue. Complementando ésta, se apreciará sus dominios y la 
manera como inicialmente fue dividida. Luego se presentará su 
relación con la ingenieria y otras ciencias, para más tarde 
discutir su soporte científico y la necesidad de crear un sistema 
de unidades. Finalizará el capítulo con una breve introducción a 
la teoría de errores y una nota sobre cifras significativas, que 
complementarán la parte experimental que este curso demanda. 
1.2 Dominios y partes clásicas de la física 
La física puede ser concebida como la ciencia que tiene por 
objeto el estudio de los fenómenos naturales, o, para ser más 
estrictos, la ciencia cuyo objetivo es el estudio de las 
propiedades de la materia (masa, carga eléctrica, spín, etc) y 
sus interacciones mutuas. 
En física existen varias maneras de dividir la totalidad de su 
campo de estudio. Así, de acuerdo con el tamaño de los objetos 
de estudio, los dominios que comprende pueden ser: 
Dominio Cuántico; a él pertenece el estudio de los objetos 
pequeños, cuyos tamaños son del orden de magnitud de un átomo, o 
menores que éste. 
Dominio no Cuántico; cubre el estudio de los objetos grandes (sus 
dimensiones son mayores que las de un átomo). 
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Otra subdivisión puede hacerse de acuerdo a la velocidad de los 
objetos de estudio: 
Si sus velocidades son pequeñas comparadas con la velocidad de la 
luz, su estudio se encuentra bajo el dominio no relativista. En 
tanto que el dominio para las velocidades grandes (del orden de 
magnitud de la velocidad de la luz c = 3 x 10® m/s) se conoce 
como el dominio relativista. 
Una combinación de estas divisiones conlleva a otros dominios. 
Así, si los objetos son grandes y sus velocidades pequeñas, su 
estudio estará comprendido en el dominio Newtoniano. 
Cuando hay interacción entre cuerpos, se ejercen fuerzas y la 
acción de éstas sobre un cuerpo determinan su movimiento. El 
estudio del movimiento de los cuerpos se conoce como la Mecánica, 
que de acuerdo a lo establecido en los dominios anteriores tomaré 
los nombres de: 
- Mecánica clásica o Newtoniana 
- Mecánica Relativista 
- Mecánica Cuántica 
Es de anotar que las divisiones en los dominios establecidos 
anteriormente no es del todo rígida (ver Física Fundamentos y 
Aplicaciones por R. Eisberg y L. Lerner vol I pág 3-4), sin 
embargo nos presenta una visión muy aproximada de la forma como 
puede hacerse (si se quiere) una división de la física. 
(Inicialmente la física se dividió de acuerdo con la manera como 
los sentidos percibían los fenómenos materiales surgiendo así del 
oído, la Acústica, de la visión, la óptica y del tacto, la 
Termodinámica, ver Física Mecánica vol I por M. Alonso y E. J. 
Finn). 
1.3 La física y su relación con la ingeniería y las 
demás ciencias 
Tal como se ha concebido la física, de inmediato se deduce que 
representa la más fundamental de todas las ciencias y la 
aplicación de sus principios hacia la solución de problemas 
específicos ha permitido el desarrollo de la ingeniería y las 
otras ciencias. En la Química por ejemplo, se aplica para la 
formación de moléculas y en los variados métodos prácticos de 
transformación de ciertas moléculas en otras. En la ingeniería 
Eléctrica, para el diseño de diversas formas de generación 
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eléctrica, en la civil, se pone en evidencia la aplicación de la 
Estética, en la Electrónica, el estado sólido, etc. 
1.4 Método científico y sistemas de unidades 
El carácter de ciencia en la física esta determinado primero, por 
los fines que persigue y segundo por la metodología que 
desarrolla: la del método científico. En esas condiciones, 
cuando se desea estudiar un fenómeno específico, se parte 
inicialmente de su observación, luego será controlado 
experimentalmente en el laboratorio, obteniéndose una serie de 
datos como resultado de la medición de magnitudes como tiempo, 
masa, desplazamiento, temperatura, etc. La posibilidad de 
relacionar algunas de éstas, sugieren la formulación de hipótesis 
que al ser confrontadas con la realidad pueden convertirse en 
leyes, algunas de las cuales podrán expresarse en ecuaciones 
matemáticas con el fin de poder ser utilizadas en la explicación 
y comportamiento del fenómeno en cuestión. 
Como esta metodología conlleva a realizar mediciones, es preciso 
definir sus unidades correspondientes con el objeto de 
unificarlas y generar de esta manera, los posibles sistemas de 
unidades que identifican las magnitudes a medirse 
experimentalmente. 
Normalmente se utilizan tres sistemas de unidades: 
El sistema internacional o MKS 
El sistema CGS 
El sistema inglés 
Con base en estos pueden expresarse las unidades de ciertas 
magnitudes físicas conocidas como fundamentales (longitud, masa, 
tiempo, temperatura, carga eléctrica, etc), que combinadas entre 
sí generan otra serie de magnitudes físicas denominadas derivadas 
como son la velocidad, aceleración, energía, presión, etc. 
En este curso se discutirán las tres primeras magnitudes 
fundamentales: longitud, masa y tiempo, siendo sus unidades en 
los diferentes sistemas, las que aparecen en la tabla 1.1. 
El significado físico de algunas de estas magnitudes que 
evolucionó en la medida que las técnicas de medición se 
desarrollaron, es el siguiente: 
Metro; inicialmente se definió como la diezmillonésima parte de un cuadrante de un meridiano terrestre. Con tal propósito, se 
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midió cuidadosamente un arco de un meridiano y se fabricó una 
barra patrón de platino que medía un metro, la cual se conservó 
en la oficina internacional de pesas y medidas en Sevres 
(Francia). Luego se optó por definir la longitud de la barra 
como el metro patrón sin más referencia al meridiano terrestre. 
Tabla 1.1 Magnitudes fundamentales con sus unidades respectivas 
en los diferentes sistemas de unidades. 
Magnitud Longitud Masa Tiempo 
Sistema 
de Unidades 
M.K.S metro (m) kilogramo (Kg) segundo(s) 
C.G.S centímetro (cm) gramo (g) segundo(s) 
INGLES pie libra (Ib) segundo(s) 
Hoy el metro equivale a la longitud de 1650763,73 longitudes de 
onda de la radiación electromagnética emitida por el isótopo Kr86 
en su transición entre los estados 2P10 y 5d5 (el color de esa 
radiación es roja). 
Kilogramo (kg) ; inicialmente se definió como la masa de un litro de agua (10-3 m3) destilada a 4 grados centígrados (idea que se materializó en un bloque de platino conservado en la 
oficina internacional de pesas y medidas en Sevres). Por 
analogía con el metro, al kilogramo puede asociársele también una 
propiedad atómica y definirlo como la masa de 5,0188 x 102B 
átomos del isótopo C12. 
Segundo(s); hasta 1960 se definió en términos del día solar 
medio, que es la "longitud" de un día medido a lo largo de todo 
el año. Así, el segundo solar medio, se define como 
(1/60)(1/60)(1/24) = 1/86400 de un día solar medio. 
Desde 1967 comenzaron a desarrollarse los denominados relojes 
atómicos, ofreciendo incertidumbres del orden de 1 segundo cada 
30000 años. Con éstos excelentes resultados, se optó nuevamente 
por definir el segundo recurriendo a las propiedades atómicas. 
Un segundo, equivale a la duración de 9192631770 períodos 
correspondientes a la transición entre dos niveles hiperfinos 
espaciales del estado fundamental del átomo de cesio 133. 
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Teniendo en cuenta que el campo de estudio de la física abarca 
desde pequeñas magnitudes (mundo microscópico) hasta magnitudes 
muy grandes como las masas de los planetas, distancias entre 
galaxias, etc (mundo macroscópico), es de gran utilidad el uso de 
prefijos para potencias de 10, que abrevian por completo la 
extensión de esas magnitudes. Algunos de esos prefijos que con 
frecuencia se utilizan pueden apreciarse en la tabla 1.2. 
Tabla 1.2 
Potencia Prefijo Símbolo 
10 _XB femto f 10-12 pico P 
10 -© nano n 
10-6 micro u 
10-3 mili m 
10 -2 cent i c 
10 3 kilo K 
10 6 mega M 
IOS giga G 
10 12 tera T 
Así, por ejemplo, lmm será igual a 10_3m, 1 kg = 103g, 
1 megavoltio = MV = 10® voltios. 
Como también es usual expresar magnitudes en el sistema inglés, 
es bueno tener en cuenta las siguientes equivalencias 
lpie = 0,3048m o lm = 3,281 pie 
1libra = 0,4536 Kg o lKg = 2,205 Ib 
1.5 Breve introducción a la teoría de errores 
Dado el carácter experimental que tiene la física, es frecuente, 
en la realización de experimentos y por consiguiente en el 
registro de medidas, introducir toda una gama de errores. Estos 
errores experimentales pueden clasificarse en dos grandes grupos: 
- Sistemáticos 
- Accidentales (Aleatorios o de azar) 
8 ffanuai de Física I para ingeniería 
Los primeros son debido a causas identificables y cuantificables 
y son tales que en las mismas condiciones tienen el mismo valor. 
Ejemplos de estos son: la dilatación por temperatura, el cambio 
en el valor de una resistencia (también por efecto de la 
temperatura), el error de paralaje, instrumentos afectados por 
presión atmosférica y los errores inherentes al instrumento. 
Estos errores se corrigen utilizando las fórmulas adecuadas o con 
los datos dados por el fabricante de los instrumentos y equipos 
de medición. 
Los segundos son debido a causas no identificables con precisión, 
que fluctúan al azar haciendo que el instrumento y el observador 
indiquen lecturas algunas veces por encima y otras por debajo de 
la verdadera. Son estos tipos de errores los susceptibles de 
manipulación matemática para determinar el error más probable. 
Así, si NI, Njz, N3, N* son los resultados de distintas 
mediciones y k es el número de ellas, la Media Aritmética de 
éstas, 
viene a representar el valor más cercano al verdadero. 
La desviación ANi de cada medición respecto al valor medio se 
define como AN± = |N - Nij y la cantidad 
Afl^  + AN2 + AN3 • ... + áNk 
recibe el nombre de Error Absoluto Medio, precisión o 
incertidumbre. 
La relación AN±/Ni se denomina error relativo de cada medición, 
en tanto que la cantidad 
representa el Error Relativo Medio, que algunas veces es 
expresado en porcentaje. 
En estas condiciones, el resultado final de la medición de una 
magnitud puede escribirse como 
R - N + AN 
Seitnlidìdts ? 
Con el siguiente ejemplo se pondré en práctica la técnica 
discutida: 
Se hizo oscilar un péndulo particular y se midió el tiempo de una 
sola oscilación 10 veces. Los resultados de la medición fueron 
ti = 3,12 s Atl = ! t - tl 
t2 = 3,62 s At2 = ! t - t2 
t3 = 3,33 s Àt3 = 0,089 s 
t4 = 3,17 s At4 = 0,071 s 
t5 = 3,17 s At5 = 0,071 s 
t6 = 3,58 s At6 = 0,339 s 
t7 = 3,27 s At7 = 0,029 s 
t8 = 3,00 s Àt8 = 0,241 s 
t9 = 2,97 s Àt9 = 0,271 s 
tio= 3,18 s Atl0= 0,061 s 
= 0,121 s 
= 0,379 s 
- 3.241s Tiempo Promedio 10 
At - E A-£- - 0.1672 Error Absoluto Medio 10 
E - ±A£ - ± 0' 1} - ±0.0515 - 5.15% t 3.241 
que constituye el error relativo medio. 
De acuerdo con ésto, el resultado más cercano al tiempo que tarda 
el péndulo en dar una oscilación completa, será 
R - t ± At - (3.241 ± 0.1672) 8 
* Nota sobre cifras significativas 
Todas las mediciones reales tienen cierto grado de exactitud. 
Por tanto, el valor, como la precisión de la cantidad medida 
tienen importancia. Por ejemplo, si un observador mide la 
velocidad de un objeto como 5,38 m/s, con una precisión del 1%, 
el resultado puede expresarse como (5,38 ± 0,05) m/s. En esas 
condiciones el valor oscilará entre 5,33 y 5,43 m/s. Si otro 
observador realiza una medición independiente sobre el mismo 
objeto, con una precisión del 3% (5,38 ± 0,16) m/s, puede 
apreciarse de ambas situaciones que los tres dígitos del valor 
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medido (5,38 m/s) son significativos; sin embargo, existe cierta 
incertidumbre en el último dígito que dependerá entre otras cosas 
de la calidad de los instrumentos utilizados, la técnica 
experimental y el error humano. Todo esto nos llevará a tener en 
cuenta la siguiente regla para dar a conocer la exactitud de una 
medición: La última cifra de la medición debe ser la primera 
cifra incierta. Así, sería erróneo afirmar que la velocidad del 
objeto, en este ejemplo, podía ser de 5.384 m/s, existiendo duda 
en el 8. 
Al operar con este tipo de números el resultado debe ser tal que: 
Si se multiplican dos de ellos, tiene el mismo número de cifras 
significativas que el número menos exacto. Ejemplo 3,60 x 5,387 
=19,4 y no 19,3932 puesto que el número menos exacto, 3,60, 
contiene tres cifras significativas. 
Al sumar 115 + 8,35 = 123 y no 123,35 quedando la última cifra 
significativa en el mismo lugar (en relación al punto decimal) 
que la última cifra significativa del número menos exacto de la 
suma o diferencia. 
Ejemplo. Una placa rectangular tiene una longitud de (21,3 ± 
0,2) cm y una anchura de (9,80 + 0,1) cm. Calcular el área de la 
placa y su incertidumbre. 
Area = bh = (21,3 ± 0,2)cm x (9,80 ± 0,l)cm 
= (21,3 x 9,80 + 21,3 x 0,1 + 9,80 x 0,2)cm2 = (209 ± 4)cm2. 
De este resultado puede observarse lo siguiente: 
que las incertidumbres en ambas magnitudes son aproximadamente 
del 1%. 
La incertidumbre del resultado final es aproximadamente del 2% 
(que corresponde a la suma de las dos). 
Entonces, con buena aproximación puede decirse que el error 
relativo en un producto o cociente, es igual a la suma de los 
errores relativos de las cantidades que intervienen. 
C A P X T U L O 2 
D I N A M I C A D E U N A P A R T I C U L A 
2.1 Introducción 
Como la solución al problema del movimiento de una partícula está 
en determinar sus coordenadas de posición y su velocidad en 
cualquier tiempo, se presenta en este capítulo, como alternativa 
para alcanzarla, las leyes de Newton. Basadas las dos últimas de 
éstas en uno de los principios fundamentales de la mecánica como 
es la conservación de la cantidad de movimiento lineal de las 
partículas. La segunda de éstas leyes permite definir la fuerza, 
que se constituye en la causa fundamental del movimiento de los 
cuerpos y a la que se le puede asociar una aceleración. A partir 
de ésta, es precisamente de donde puede obtenerse la velocidad y 
la posición de la partícula lográndose el objetivo que se 
pretendía. 
Identificar el tipo de fuerzas que actúan sobre un cuerpo, va a 
ser pues, la tarea más importante en éste capítulo porque de ello 
depende que el movimiento sea rectilíneo, curvilíneo, circular, 
oscilatorio, etc. 
Otra situación importante que se discute aquí, es el caso en que 
la suma de las fuerzas que actúan sobre un cuerpo es cero, 
situación que induce a pensar en el equilibrio de traslación del 
cuerpo. Equilibrio que será completo si además de la condición 
anterior, el cuerpo no experimenta rotación alguna, lo que 
equivale a decir que está libre de torques o momentos de fuerza o 
que su suma es cero. 
Finaliza el capítulo con una introducción a la relatividad 
clásica y a la teoría especial de la relatividad donde se puede 
evidenciar las limitaciones de la mecánica desarrollada por 
Newton y Galileo (mecánica clásica). 
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2.2 Ley de inercia y sistemas inerciales de referencia 
"Un cuerpo en reposo o en movimiento rectilíneo uniforme conserva 
ese estado de movimiento, a menos que actué sobre él una fuerza 
resultante externa, o, si la fuerza resultante que actúa sobre un 
cuerpo es cero, su aceleración es cero y por consiguiente 
permanecerá en reposo o lo haré con movimiento rectilíneo 
uniforme (su velocidad permanecerá constante y su trayectoria 
será una línea recta)". Este principio constituye la ley de 
inercia expuesta inicialmente por Galileo y retomada por Newton 
como la primera de tres leyes que rigen el movimiento de los 
cuerpos. 
De acuerdo con ésto, podemos ver que un cuerpo puede estar libre 
de fuerzas o es tal que la suma de todas ellas sea cero para que 
satisfaga la ley de inercia. 
En el primer caso el cuerpo (o partícula, cuando nos referimos a 
su centro de masa) debe permanecer aislado. Lo cual es algo 
completamente ideal, puesto que en el universo debería ser ésta 
la única partícula. Por esta razón, no hay partículas 
completamente libres; pero una buena aproximación se puede lograr 
al considerarla muy alejada de las demás partículas. 
Basados en lo anterior y al referirnos a los sistemas inerciales, 
podemos afirmar que un marco o sistema inercial de referencia es 
aquel que satisface la primera ley de Newton y constituye el 
"punto" a partir del cual se describirá un movimiento especifico. 
2.3 liomentum lineal (ímpetu) o cantidad de movimiento y 
su principio de conservación 
La cantidad de movimiento 
representa por P y se define 
velocidad: 
P = jff? 
de una partícula normalmente se 
como el producto de su masa por su 
(2 .1) 
Es una cantidad vectorial, tiene como unidades Kgm/s en el 
sistema internacional y es tal que para una partícula libre debe 
permanecer constante (suponiendo que su masa es independiente de 
la velocidad, lo cual tiene sentido si su velocidad es pequeña 
comparada con la velocidad de luz). 
Si consideramos dos partículas aisladas, sujetas solamente a su 
interacción mutua, de acuerdo con la ley de inercia, puede 
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deducirse que sus trayectorias no serán rectas y por consiguiente 
sus velocidades no permanecerán constantes (como puede sucederle 
a dos protones que interactúan aisladamente de las demás 
partículas). La fig.2-1 ilustra como podría ser esta situación 
En el instante inicial t, las velocidades de las partículas 1 y 2 
son, respectivamente, vi y vz y en un instante posterior t', v'i 
y v'2, de tal manera que han experimentado un cambio en sus 
velocidades. 
En el instante t, 
P ' P± + P2 ' JUj^ + Jílj^ 2 
Posteriormente, en t' 
P - + P"2 - n^Pi + a^Vz 
donde se ha supuesto las masas independientes de sus velocidades 
(situación que será discutida en la dinámica relativista). 
El resultado final y sorprendente, es que independientemente de 
los valores de t y t', se encuentra que P = P', es decir,"la 
cantidad de movimiento total de un sistema aislado constituido 
por dos partículas sujetas solamente a su interacción mutua, 
permanece constante". 
v 2 
fig.2-1 Interacción entre dos partículas 
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Este constituye el principio de conservación de la cantidad de 
movimiento lineal para un sistema aislado compuesto de dos 
partículas, pero tiene validez general para cualquier sistema 
aislado compuesto por muchas partículas con la condición de que 
éstas estén sujetas tan sólo a su propia interacción. 
Un ejemplo de ésta situación lo constituye nuestro sistema solar 
compuesto por el sol, los planetas y sus satélites al 
considerarlo aislado en su totalidad del resto del universo y 
donde sólo se tienen en cuenta las interacciones entre los 
elementos que lo componen. 
Volviendo al caso del sistema aislado compuesto por dos 
partículas y de acuerdo con el principio de consei*vación de la 
cantidad de movimiento, se tiene que: 
P - P-
P± + P2 - Px + P% 
h-h - p2 - h - - ih - ¿a) 
APX - -AP2 ( 2 . 2 ) 
donde 
AP~ ?' - P 
La ecuación (2.2) indica que en una interacción, hay un 
intercambio de momentum, de tal manera que lo que una partícula 
gana es igual a lo que la otra pierde, garantizándose de esta 
forma, que el momentum total permanece constante. 
Esta ecuación puede ser aprovechada también, para hacer una 
definición de masa (masa dinámica). Al considerar las masas 
constantes, (2.2), puede escribirse como 
que tomando tan sólo sus magnitudes, se transforma en 
«2 _ IAVJ 
«h. Av; (2.3) 
Indicando que los cambios de magnitud en las velocidades son 
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inversamente proporcionales a las masas. Si mi, es la masa patrón 
y m2 es la masa de la partícula 2, que interactúa con la primera, 
el uso de (2.3) llevaría a determinar su masa. 
2.4 Segunda y tercera leyes de Newton 
Del análisis de la interacción mutua "entre las dos partículas 
aisladas se llegó a la e.(2.2). Si At = t' - t, es el intervalo 
de tiempo correspondiente al registro de la interacción, ésta 
ecuación puede transformarse en 
At = " At (2.4) 
que pasando al límite cuando ¿t tiende a cero se transforma en 
<***! = _ dp2 (2.5) 
dt dt 
Es decir, las variaciones instantáneas de la cantidad de 
movimiento de las dos partículas, en cualquier tiempo t, son 
iguales y opuestas. 
La cantidad 
P - ^  (2.6) 
dt 
recibe el nombre de fuerza. Es de carácter vectorial y 
matemáticamente es igual a la derivada con respecto al tiempo de 
la cantidad de movimiento. Su valor depende a su vez del tipo de 
interacción que la partícula pueda experimentar con las demás 
partículas. Por consiguiente, la fuerza está representando la 
interacción propiamente dicha. 
La definición de fuerza, expresada por la ec. (2.6), constituye 
la segunda ley de Newton, cuyo papel es determinar el movimiento 
de las partículas de acuerdo con el tipo de interacción que estén 
experimentando. 
Con la definición de fuerza, la ec. (2.5) puede escribirse como 
h " (2.7) 
y significa que las interacciones mutuas entre dos partículas son 
siempre iguales pero dirigidas en sentido contrario. Representa 
la tercera ley de Newton, denominada algunas veces ley de acción 
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y reacción que surge como consecuencia directa del principio de 
conservación de la cantidad de movimiento y del concepto de 
fuerza. 
Es la fuerza que experimenta la partícula 1 por la presencia de 
la partícula 2, y, 
J» = D P* 
es la fuerza que experimenta la partícula 2 por la^presencia de 
la 1. Cualquiera puede ser la acción. 
Como ejemplo puede citarse el caso de la tierra y la luna tomados 
como sistema aislado: la fuerza que ejerce la tierra sobre la 
luna, es igual y contraria a la que ejerce la luna sobre la 
tierra. 
Recordando que, 
f.ft y P.* 
se deduce que F puede expresarse como 
donde si asumimos que m es constante, se llega a 
y P-mM P " má ( 2 . 8 ) dt 
Es decir, el efecto de la acción de una fuerza sobre un cuerpo es 
producir en éste una aceleración, proporcional a la fuerza e 
inversamente proporcional a su masa y dirigida en la misma 
dirección de la fuerza. 
De la ec.(2.8) puede verse que si F es constante, a = F/m también 
lo es, generando de esta manera un movimiento con aceleración 
constante, como la caída libre de los cuerpos cerca de la 
superficie de la tierra que lo hacen con una aceleración igual a 
g = 9.8m/s2. La atracción que ejerce la tierra sobre un cuerpo 
cerca a su superficie define el peso de éste: Así, si su masa es 
m, su peso será 
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Por otra parte, si una partícula de masa m, interactúa con otras 
cuyas masas son m i , m z , m a m 4 cada una 
produce un cambio en la cantidad de movimiento de m, 
caracterizado por las fuerzas respectivas F i , Faz, F s , 
F-Ox, _ D e tal manera que el cambio total en la cantidad de 
movimiento de la partícula de masa m es 
dP dP, dP2 dP, dP. -=f- = i + i + + i + .... 
dt dt dt dt dt 
P - Px + P2 + P3 + + ... 
Obviamente es una suma vectorial, dado el carácter vectorial de 
la fuerza que se deriva de la variación de la cantidad de 
movimiento. 
Unidades de fuerza 
A partir de la ec.(2.8) F = ma, podemos definir las siguientes 
unidades: 
En el sistema internacional, el Newton (N), como la fuerza que 
actúa sobre una masa de lKg y le transmite una aceleración de 
lms -2 (N = Kgms-2 ). 
En el sistema C.G.S, la dina (D): fuerza que aplicada a una masa 
de lg, le proporciona una aceleración de lcms-2-
En el inglés, está el poundal (Pdl), definida como la fuerza que 
actuando sobre una masa de 11b le proporciona una aceleración de 
lpies-2 (Pdl = 0.1383N) 
Es de uso frecuente en ingeniería el Kilogramo fuerza (Kgf), que 
se define como la fuerza igual al peso de una masa de lKg. Así, 
lKgf = 9.8N. Existe también la libra fuerza (lbf = 4.448N), la 
cual permite definir una nueva unidad de masa, el slug: 
como F - ma 
lbf = slug.pies"2 
slug = lbf/pies-2 
slug = 32.17Pdl/pies"2 
slug = 32.171b 
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Es decir, un slug es la masa de un cuerpo cuya aceleración es 
lpies-2 cuando actúa sobre él una fuerza de llbf. 
2.5 Movimiento Rectilíneo 
Basados en la primera y segunda leyes de Newton, se puede hacer 
un análisis de dos tipos de movimiento que con frecuencia se 
presentan. Son ellos, 
El movimiento rectilíneo uniforme (MRU) 
El movimiento rectilíneo uniformemente acelerado (MKU£) 
fig.2-2 
El primero de ellos es consecuencia inmediata de la ley de 
inercia, y se caracteriza por desarrollarse todo el tiempo con la 
misma velocidad a lo largo de una recta. Así, si X es la 
dirección del movimiento, puede suceder una situación similar a 
la que se ilustra en la fig. 2 
En un instante inicial t, la posición de la partícula está 
caracterizada por el vector de posición X, un instante posterior 
t', por X', de tal manera que puede definirse la velocidad 
promedio de la partícula en el intervalo de tiempo At = t'- t, 
por 
M - - * (2.10) At t' - t 
siendo AX = X'- X el desplazamiento de la partícula. 
Si hacemos tender At a cero, se conseguirá la velocidad 
instantánea, es decir 
* - Lin,^ -At-o de at 
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» - • g (2.11) 
definida pues, como la derivada del desplazamiento con respecto 
al tiempo. 
La ecuación (2.11) permite también expresar la posición de la 
partícula como una función del tiempo si se conoce la dependencia 
temporal de v. Su integración conlleva a 
fdx = f Vdt = X - Xq o X = Xq + f Vdt 
XQ fcp 
( 2 . 1 2 ) 
donde se ha supuesto que en el instante inicial to (primera 
medición de tiempo), la posición es Xo, y para cualquier otro 
tiempo t, la posición es X. 
Para el cálculo de (2.12) es imprescindible conocer a v como 
función de t ( v = v(t)). Sin embargo, existe un caso particular 
que corresponde al MRU en el cual, como se mencionó anteriormente 
v permanece constante. En esas condiciones, la ec.(2.12) se. 
transforma en: 
X ' XQ + v(t - tQ) {213) 
que permite la determinación de la posición de la partícula en 
cualquier instante t. La representación gráfica de v y X como 
funciones de t en un MRU, es como se ilustra en la fig.2-3 
to 
a) Gráfica de velocidad b) Desplazamiento en un MRU fig.2-3 Gráficos de velocidad y desplazamiento para un MRU. 
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La pendiente de la gráfica b) en la fig.2.3 representa la 
velocidad, la cual debe permanecer constante por tratarse de un 
MRU. 
El MRUA se caracteriza porque en él permanece constante la 
aceleración y su trayectoria es una recta. 
La aparición de la aceleración es justificable, de acuerdo con la 
segunda ley de Newton, por la presencia de una fuerza resultante 
que debe permanecer constante tanto en magnitud como dirección. 
El análisis de éste movimiento que frecuentemente se presenta a 
lo largo de un plano inclinado o en la caída libre de los 
cuerpos, nos lleva a encontrar una serie de ecüaciones que 
determinan la posición y la velocidad de la partícula en 
cualquier tiempo (solución del problema). Esto puede lograrse a 
partir de la aceleración. 
Refiriéndonos a la fig. 2.2 y asumiendo que para el instante t, 
la partícula se desplaza con una velocidad v y que en el instante 
posterior t', la velocidad es v', se puede definir la aceleración 
promedio de la partícula como 
y si hacemos tender At a cero, se obtiene la aceleración 
instantánea: 
La aceleración está determinada por el cambio en la velocidad que 
experimente una partícula por intervalo de tiempo. 
La integración de (2.15) permite determinar v, y una doble 
integración, el conocimiento de X, quedando solucionado el 
problema. 0 sea: 
, fr - 9 
t' - t 
(2.14) 
(2.15) 
(2 .16) 
donde se ha supuesto que en la primera medición de tiempo to, la 
velocidad de la partícula es vo y para un instante posterior t, 
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la velocidad es v. 
La evaluación de (2.16), exige el conocimiento de la dependencia 
temporal de a. Sin embargo, en nuestro caso, a permanece 
constante, de tal forma que (2.16) se transforma en 
v - v0 • a(t - t0) ( 2 m l ? ) 
Como v = dX/dt, 
X t t 
Jdx = fvdt = f[v0 + a(t - fc0) ] dt 
XQ fc0 te 
resolviendo las integrales, se obtiene 
x = xQ + v0t + -|a(t - t0)a (2.18) 
Que permite determinar la posición de la partícula en cualquier 
instante. Los gráficos de (2.17) y (2.18) se ilustran en la fig. 
2-4. 
A partir de las ecuaciones (2.11) y (2.15) puede obtenerse otra 
ecuación que relaciona la velocidad y la posición de una 
partícula que se desplaza con MRUA, ésta es: 
v2 - Vj,2 + 2a (x - x0) 
donde vo es la velocidad de la partícula en la posición inicial 
Xo y v, la velocidad para cualquier posición X. 
En el MRUA la aceleración a puede ser mayor o menor que cero. En 
el primer caso la velocidad y la aceleración tienen la misma 
dirección, como sucede, por ejemplo, en la caída libre de los 
cuerpos. En el segundo caso, tienen direcciones opuestas, como 
ocurre cuando un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba, 
generándose así, un movimiento retardado. En los dos ejemplos 
citados, la aceleración que permanece constante es la aceleración 
debida a la gravedad (atracción que ejerce la tierra sobre todos 
los cuerpos y que muy cerca a su superficie conserva un valor 
constante de 9.8ms-2). 
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a) Gráfica de la velocidad b) Gráfica del desplazamiento 
fig.2-4 
Gráficos de velocidad y desplazamiento en un MRLJA. 
Nota sobre movimientos dependientes 
En algunos casos, la posición de una partícula dependerá de la 
posición de otra o de varias partículas. Unos ejemplos de esta 
situación lo ilustran las figuras a) y b) que a continuación se 
presentan 
En la Figura a), la posición del bloque B, dependerá de la 
posición de A. Como la cuerda ACDEFG es de longitud constante, y 
además las longitudes CD y EF también lo son, la suma de los 
segmentos AC, DE y FG permanece constante. 
De otra parte, AC difiere de XA en longitud constante, DE y FG 
difieren de XB en longitud constante. Se concluye que 
XA + 2Xb - Constante 
Así, si XA se incrementa en AXA, AXB = -(1/2)(AXA) . Es decir, B 
disminuye la mitad de lo que se incrementa A) 
Para resolver el problema de los movimientos dependientes podemos 
referirnos a la fig. b), donde el planteamiento de las ecuaciones 
para determinar la posición, velocidad y aceleración de cada uno 
de los bloques conduce a 
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Figura a) Figura b) 
2XA + 2XB + XC - Constante 
2VA + 2VB + Vc - 0 
2 aA + 2 aB + ac - 0 
donde las dos últimas ecuaciones se obtuvieron derivando una y 
dos veces la ecuación para la posición. 
2.6 Movimiento curvilineo 
Cuando la dirección de la fuerza es paralela a la de la 
velocidad, el movimiento es rectilíneo, pero mientras no suceda 
esto, el movimiento es curvilíneo, de tal manera que puede 
desarrollarse no solamente en un plano (como el lanzamiento de 
proyectiles), sino a través del espacio, como por ejemplo, el 
vuelo de las aves. En estas condiciones es preciso redefinir 
tanto la velocidad como la aceleración y analizar algunas 
conclusiones que se derivan de la naturaleza de la fuerza 
resultante que determina el movimiento de la partícula. 
La figura 2.5, ilustra una trayectoria típica de un movimiento 
curvilíneo 
Si en los instantes t y t', la posición de la partícula está 
descrita por los vectores de posición r y r* respectivamente, 
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fig.2-5 
puede apreciarse que en el intervalo de tiempo At = t' - t, la 
partícula experimentó el desplazamiento Ar = r' - r (se ha 
supuesto, desde luego, que el instante t' es posterior a t). Así 
las cosas, podemos definir la velocidad promedio de la partícula 
como: 
M - Á*l + Azi + (2.19) 
At At At At 
donde 
f - xí + yS + zfc 
i' = x'í + yS * 
\ 
Ai • 2' - f - (x- - x)i + (y - y) 5 + (z- - z)£ 
Ax » x* - x, A y - y - y, Az - z' - z 
Como puede apreciarse, la velocidad promedio esté representada 
por un vector paralelo al desplazamiento A f . 
La velocidad instantánea V, se obtiene pasando al límite cuando 
At tiende a cero, la velocidad promedio. Es decir, 
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? - LimLV - Lii»4l ~ (2.20 
At-o At-*o A t dt 
que expresada en sus componentes rectangulares, se transforma en 
dt dtJ dt 
V ~ vj + vy3 + v£ 
Con 
v , dx _ dy 
v* dt ' vy dt ' 
siendo su magnitud 
V » (Vx2 + Vy2 + V/ ) 1/2 
Es claro que al hacer tender a cero At, la dirección y la 
magnitud de P cambian continuamente, y en el caso límite, su 
dirección coincide con el de la tangente a la trayectoria en la 
posición f. Por esta razón, la velocidad instantánea puede 
representarse por un vector tangente a la trayectoria. 
Los cambios tanto en la magnitud como en la dirección de v, son 
atribuidos a la presencia de una fuerza resultante a la cual, de 
acuerdo con la segunda Ley de Newton, debe asociársele una 
aceleración, que determina por una parte los cambios en la 
dirección de $ y por otra, los de su magnitud. 
Refiriéndonos nuevamente a la fig. 2.5 y asumiendo que P y T?' 
son las velocidades de la partícula en los instantes t y t' 
respectivamente, podemos definir la aceleración promedio ¿í , 
como 
-s _ A ? _ Av^f AvJ Av^ ic 
At At At At 
donde 
A v? » i*- - p 
dz 
dt 
( 2 . 2 1 ) 
(2.22) 
A? - (vy í + vy'S + vx-jc) - (vxí + vyS + vjc) 
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AV - (vx' - vx)£ + (vy' - vy)S + (v,» - v,)Íe 
A ? - Av^í + Av,^ + Avjz 
y la aceleración instantánea, como 
LIM~ -At-o Afc dt 3 - Ü J » 4 ?  (2.24) 
á « , dado que * - (2.25) 
dt2 dt 
La magnitud de a, se obtiene 
a - (ax2 + ay2 + ar2)1/2 
donde 
dvx m dfx 
c?t dt2 a, - * 
a - « J*fZ y dt dt2 
a m m 
* dt dt2 
puesto que 
5 - a^f + + a ^ 
La dirección de a, es la misma que la de Al? y está dirigida 
hacia la concavidad de la trayectoria. 
Movimiento de proyectiles 
Un ejemplo particular de movimiento curvilíneo lo constituye el 
lanzamiento de proyectiles, en el cual, si despreciamos la 
resistencia del aire, podemos con buena aproximación, afirmar que 
la única fuerza que afecta el movimiento de éste, es su propio 
peso; por tanto, la aceleración presente, no es otra más que g. 
El movimiento se realiza en el plano y es el resultante de la 
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acción simultánea de dos tipos de movimiento: MRU a lo largo del 
eje x y MRUA a lo largo del eje y. La trayectoria como es bien 
sabido, se trata de una parábola. La fig.2-6 ilustra bien ésta 
situación. 
fig.2-6. Trayectoria parabólica de un proyectil 
vo es la velocidad de lanzamiento y a el ángulo que forma con el 
eje x. a = -gj 
t La velocidad en todo momento es V = VX1 + Vy ¿ 
Las componentes rectangulares de vo, vienen dadas por 
vox m voCo8a Y voy " v0Sena 
Como vox permanece constante, vx ec.(2.17), v toma la forma 
v - VqCosuí + (v0Sena - gt)S 
siendo 
vy - v0Sena - gt (por ser un MRUA) 
Las coordenadas de la partícula, estarán determinadas por el 
vector de posición 
f =• xt + y} 
donde X = V0Cosat (MRU) . y, de acuerdo con (2.18) es 
= vox y en virtud de la 
(2.26) 
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y « V0Senat - jfft2 
Se ha supuesto que en to = O, yo = O 
En estas condiciones, el vector de posición tomará la forma 
2 - v0Cosatí + (vQSen*t - gt2)S (2.27) 
El tiempo para alcanzar la máxima altura, se determina en el 
momento en que vy = 0 , o sea 
t - v0Sena/g 
que reemplazado en el valor de y, conduce a 
y«* - h 
v03 Sen2 o. 
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El tiempo de vuelo, es dos veces el tiempo para alcanzar la 
máxima altura 
2vQSen* 
v 9 
y el alcance horizontal máximo, R, será 
2vq2 Cosa Sen a 
R " voxtv 
v02Sen2a R = — 
9 
La ecuación de la trayectoria se logra combinando las expresiones 
de x e y. El resultado es 
y • Tan ax - —2 x2 
2v02Cos2a 
que corresponde a la de una parábola. 
Componentes tangencial y normal de la aceleración 
Ya discutimos la condición que debe cumplir la fuerza con 
respecto a la velocidad para que se genere un movimiento 
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curvilíneo, y encontramos además que la velocidad cambia tanto en 
magnitud como en dirección. Pues bien, esto puede explicarse (con 
relación a la fig.2-7 parte a)) si observamos que la fuerza 
resultante la podemos descomponer en sus componentes tangencial 
(FT) y normal (FN) donde a cada una, de acuerdo con la segunda 
ley de Newton debe asociársele su correspondiente aceleración. A 
la primera se le conoce como aceleración tangencial (a-r) y es la 
responsable del cambio en la magnitud que experimenta la 
velocidad de la partícula; la segunda,es la denominada 
aceleración normal (aN) y se responsabiliza del cambio en la 
dirección de la velocidad. 
fig.2-7. Componentes tangencial y normal 
de la aceleración 
Como la velocidad es tangente a la trayectoria, puede expresarse 
de la forma 
* " V ° T (2.28) 
donde új» es un vector unitario cuya dirección es tangente a la 
trayectoria y por consiguiente está cambiando su dirección 
continuamente. La aceleración, de acuerdo con (2.24), estará dada 
por 
donde la evaluación de duT/dt puede hacerse con referencia a la 
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fig.2-7 parte b). En ella, en el instante t se han representado 
los vectores unitarios tangente y normal (UT y UN 
respectivamente),tales que UN forma un ángulo © con la dirección 
x. UT y UN son mutuamente perpendiculares y con magnitud igual a 
la unidad, por lo tanto, expresados en sus componentes 
rectangulares conducen a: 
Qt = Cos 8í + Sen6 j 
Üg - Cos (8 + 90) í + Sen (6 + 90) j 
- -SenQl + CosBS 
donde puede observarse que 
Lo que indica que du/dt es normal a la curva y 8 por consiguiente 
es función de t. En el intervalo At = (t'-t) la partícula 
experimenta el desplazamiento As y en el límite, cuando At 
tiende a cero, As tiende a ds. Así, aplicando la regla de la 
cadena se encuentra que 
c¡8 m i d& \ ds m dB 
dt \ ds) dt da 
Las normales a la curva en los instantes t y t'se cortan en el 
punto c (fig.2-7 parte b) que define el radio de curvatura p , 
de lo cual puede deducirse que ds = [ d@, que al reemplazarse en 
la ecuación para dO/dt, conduce a 
y al sustituirla en la ecuación para la aceleración, se llega 
dùT 
dt ~ (Cos9í * SendS) - (-g)o 
d6 _ y 
dt f> 
Así 
a - (2.29) 
donde 
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dv y2 
3 r " dt y " T 
son las aceleraciones tangencial 
cual, a puede expresarse como 
g - a¡úT + ajfin 
y su magnitud calcularse por 
a - ( a * + a¿)1/2 
(2.30) 
y normal respectivamente. Con lo 
(2.31) 
Así las cosas, las componentes tangencial y normal de la fuerza, 
asociadas a sus correspondientes aceleraciones serán 
Ft - maT -
infijo • m-
F = + F¡¡) 2\ 1/2 
(2.32) 
2.7 Movimiento circular 
La solución al problema del movimiento rectilíneo se consiguió 
identificando el tipo de fuerza resultante que actúa sobre la 
partícula, con ella determinamos su aceleración y dos 
integraciones sucesivas de ésta, nos llevaba a encontrar su 
velocidad y posición. Análogamente se procederá con relación al 
movimiento circular, caracterizado como es obvio, por ser su 
trayectoria una circunferencia y donde deben definirse nuevas 
variables como la aceleración, velocidad y posición angulares, 
las cuales, mediante su determinación, resuelven por completo el 
problema de éste tipo particular de movimiento. 
Para comenzar, nos referiremos a la fig.2-8 en la que puede 
apreciarse, como el vector v (velocidad lineal) es tangente a la 
trayectoria y en todo momento es perpendicular al radio R. Por 
otra parte, 6 = s/R, siendo s, el arco de circunferencia que 
recorre la partícula en dos instantes consecutivos. 
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fig.2-8. Movimiento circular fig.2-9. Vectores posición velocidad lineal y velocidad angular en el movimiento circular 
La velocidad v, viene dada por 
dt 
(2.33) 
(2.34) 
donde 
w - (2.35) 
dt 
recibe el nombre de velocidad angular y esta relacionada con la 
variación del ángulo barrido por la partícula en la unidad de 
tiempo. Es de carácter vectorial y su dirección apunta, como se 
aprecia en la fig.2-9, perpendicular al plano del movimiento. De 
ésta figura, puede verse también que 
R - r 
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Así, 
v = Rw = rSenfyw 
v « 
que por la definición de la magnitud del producto vectorial, se 
deduce que 
(2.36) 
Puede ocurrir que el movimiento circular se ejecute con w 
constante (movimiento circular uniforme: MCU), en tales 
condiciones, el movimiento resulta ser periódico (se repite a 
intervalos iguales de tiempo) por lo cual es preciso definir las 
siguientes magnitudes: 
Período (P). Tiempo que tarda la partícula en completar un ciclo 
o revolución 
Frecuencia (f). Representa el número de revoluciones o ciclos que 
realiza la partícula por unidad de tiempo. 
Así, si n representa el número de revoluciones, 
P - y f ~ ~J> (2.37) 
de donde se concluye que 
P " ° f " P (2.38) 
Las unidades de período son las que corresponden a tiempo 
(segundos) y las de frecuencia son las inversas (1/seg) aunque 
también son útiles las rpm (revoluciones por minuto). La unidad 
de frecuencia (1/seg o revolución por segundo) se denomina Hertz 
(Hz). 
En éste tipo de movimiento (en el que w es constante), puede 
deducirse que no existe fuerza tangencial, pues v = Rw permanece 
también constante, pues ai = dv/dt = 0. Concluyéndose de esta 
manera que la única fuerza presente, es de carácter normal, 
.apuntando siempre hacia el centro de la circunferencia y por tal 
motivo denominada con frecuencia Fuerza Centrípeta. 
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Por otra parte, la ecuación (2.35) permite determinar la posición 
angular si conocemos la dependencia temporal de w. Así, si se 
integra, conduce a 
JdB = jwdt = 0 - 80 
ea t0 (2.39) 
y para el caso particular del movimiento circular uniforme, en el 
que w es constante, se tiene que 
e - e0 = wfdt = w{t - t0) o 8 = 90 + *r(t - t0) (2.40) 
donde se ha supuesto en el instante inicial to, que la posición 
angular inicial es 6o. Si en (2.40) imaginamos que cuando to= 0, 
9o = 0 (el movimiento comienza a ser registrado desde el origen), 
6 - vt O w ' ~ (2.41) v 
de tal manera que cuando t = P, 6= 2iv*d. y así, 
w - - 2nf (2.42) 
En general, w cambia en el tiempo, por lo que es preciso definir 
la aceleración angular como 
(2.43) 
que cuando se mantiene constante (movimiento circular 
uniformemente acelerado MCUA), una evaluación de (2.43) conduce a 
V c 
Jdv = «Jdfc o w = w0 + «(t - t0) (2.44) 
donde wo es el valor de la velocidad angular en el instante 
inicial to. Combinando las ecuaciones (2.44) con (2.35), se llega 
a otra relación que permite determinar la posición angular para 
cualquier tiempo, si se conoce la aceleración angular, esto es: 
- + «(t - t0) 
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• t 
fdd = flw0 + «(t - t0)]dt ( 2- 4 5 ) 
8. t, 
siendo 9o la posición angular inicial de la partícula en el 
instante inicial to. La evaluación de (2.45) para el caso 
particular en que a es constante (MCUA), conduce a 
e - e0 + wQ(t - tQ) + -|tt(t - t0>2 (2.46) 
Puede observarse la simetría en las ecuaciones que describen 
tanto el movimiento rectilíneo como circular: 
MRU X - x 0 + v( t - t0) 
x - xQ + v0(t - t0) + -|a(t - t0)2 MRUA m 
v - v0 + a( t - t0) MRUA 
v02 + 2a (x - XQ) MRUA 
e - eQ + w< t - tQ) MCU 
e = e0 + w0(t - t0) + -|a(t - t0)2 mcua 
w - w0 + a ( t - t0) MCUA 
w2 - v02 + 2a (6 - e0) mcua 
donde la última ecuación se obtiene combinando las ecuaciones 
(2.35) con (2.43) 
Por otra parte, para el caso particular del movimiento circular, 
las componentes tangencial y normal de la aceleración, estarán 
dadas por 
a « - J L R w - - R a - tf-g* (2.47) r dt dt dt2 dt 
IO II anual de Física I para ingeniería 
fig.2-10. Componentes fig.2-11. Dirección de 
tangencial y normal de la la aceleración en el MCU aceleración en el MC 
Obviamente para el caso de MCU, donde w es constante y a = 0, se 
deduce que toda la aceleración es de carácter normal ( a = aN = 
v2/R), por consiguiente 
3 « - -4z - " SMff--?) (2.49) 
constituye la aceleración centrípeta, cuya dirección y su 
relación con w y r puede apreciarse en la fig.2-11. 
Nota sobre el movimiento en el plano descrito en coordenadas 
polares (r,0) 
La fig.2-12 ilustra la posible trayectoria de una partícula que 
se mueve en el plano x-y 
Hasta ahora la posición de una partícula la hemos dado en función 
de las coordenadas cartesianas x,y. Sin embargo, es posible, de 
acuerdo con la simetría del problema, describirla con otro tipo 
de coordenadas. Así por ejemplo, si el movimiento es en el plano, 
las coordenadas polares (r,6) nos ofrecen una información 
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suficiente sobre la posición de la partícula. 
La fig.2-12 muestra que los vectores unitarios ur y u8 son 
mutuamente perpendiculares y Ur, apunta en la misma dirección que 
el vector de posición r. 
fig.2-12 
La velocidad de la partícula, expresada en este tipo de 
coordenadas, es 
? - Él - A. (rüj 
dt dtK 
V - z-SLq + ¿ZQt dt 1 dt z 
donde 
flr - Cos0í + SenQS 
% » Coa (6 + í + Sen(Q + j 2 4 
fy » -Sentií + CosBi 
observándose también que 
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dt 1 dt^ 
con lo cual v, puede expresarse como 
+ ~0X - + vz0r 
d6 
dt 
(2.50) 
donde 
d8 dr 
^ - y " ~dt 
(2.51) 
representan las componentes transversal y radial de la velocidad 
de la partícula, respectivamente. Además, v r aparece como consecuencia del cambio en la distancia r de la partícula al 
origen, en la dirección ur, en tanto que v9 es debido al cambio 
en la dirección de r, o la rotación de la partícula. Se 
representa por un vector perpendicular a r. 
Para el caso particular del MCU, v r = 0 , pues r=R permanece constante, siendo la velocidad en su totalidad de carácter 
transversal (v6 = rd9/dt). 
La aceleración puede obtenerse a partir de la ecuación (2.50). 
Como 
a d
2z - w*r)fi + + r-gí] Qb - axQx * a90i (2.52) dt2 
donde 
(2.53) 
Di itálica de uia partícula 39 
constituyen las aceleraciones radial y transversal, 
respectivamente. Además, se tuvo en cuenta que w = d9/dt. 
La magnitud de a, puede obtenerse por 
a - (al + a¿)1/2 (2.54) 
2.8 Aplicaciones de las leyes de Newton 
2.8.1 Fuerzas de fricción o rozamiento 
Cuando un cuerpo esté en movimiento sobre una superficie áspera, 
o en un medio viscoso como un gas o un líquido, existe una 
resistencia al movimiento debida a la interacción del objeto con 
el medio que lo rodea. A dicha resistencia se le denomina fuerza 
de fricción o rozamiento. 
Al considerar dos cuerpos en contacto, como lo ilustra la fig.2-
13, y suponer que uno de ellos se somete a la acción de una 
fuerza F en la dirección del movimiento, se puede discutir más 
detalladamente la presencia de las fuerzas de fricción por 
deslizamiento. 
N 
W 
fig.2-13 
Inicialmente el cuerpo estaba en reposo y fue preciso aplicarle 
una fuerza para sacarlo de ese estado. A ésta, se le denomina 
fuerza de rozamiento estático (Fs) y experimentalmente se 
encuentra que es proporcional a la normal y depende de la 
naturaleza de las superficies en contacto. Es decir 
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(2-55) F, = u,N 
donde ue, se denomina coeficiente de rozamiento estático y N, 
representa la fuerza normal a la superficie. 
Si los cuerpos se mantienen en movimiento relativo uniforme, es 
por la presencia de la fuerza de rozamiento cinético (Fk), que 
para velocidades pequeñas (menores de 20m/s) puede considerarse 
constante y también proporcional a la normal, es decir 
F* uk N (2.56) 
donde uk, se denomina coeficiente de rozamiento cinético. 
Experimentalmente se ha encontrado que u a > uk. 
Como la dirección de las fuerzas de fricción es contraria a la 
del movimiento, la ecuación de movimiento registrada en la fig.2-
13 estaré dada por 
F-uN-ma (2>57) 
donde u, es el coeficiente de fricción y se ha supuesto como 
positiva la dirección del movimiento. La obtención de N, se logra 
sumando las fuerzas a lo largo del eje y: 
N ~ mg • 0 o N m mg 
por cuanto no existe movimiento en ésta dirección. 
Para el caso de un cuerpo que se mueve en un fluido a bajas 
velocidades, la fuerza de fricción que experimenta, es en forma 
aproximada 
f£ - -Ki\ V O Fe " K T| v 
donde K, es una constante que depende de la forma del cuerpo (si 
es esférico K = 6tcR, siendo R, el radio de la esfera), n, es el 
coeficiente de viscosidad del fluido, que determina la fricción 
entre las capas de éste. 
Las unidades de n, son (l/m)Kg(l/s) en el sistema MKS. La unidad 
en el sistema CGS se denomina Poise y equivale a 1/10 de la 
unidad del sistema MKS. En los líquidos n disminuye si aumenta la 
temperatura, mientras en los gases, aumenta si la temperatura lo 
hace. 
La ecuación de movimiento para el cuerpo mostrado en la fig.2-14, 
que se desplaza en el fluido a baja velocidad por la acción de la 
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fuerza externa F, es, 
F~Ff'íoa (2.58) 
donde nuevamente se ha supuesto como positiva, la dirección del 
movimiento 
De (2.58) puede apreciarse que v aumenta por la presencia de a, 
de tal manera que si F es constante, llegara un momento en que F 
= Ff y por tanto a = 0. Es decir, a partir de este momento, el 
f 
•.•.•.v.v.v.w.v.* 
8 
fig.2-14 
cuerpo se desplazará con velocidad constante (velocidad límite o 
terminal). En éstas condiciones, 
F « Ff o F - JCtl vL 
de donde 
_F 
Kl) vL - (2.59) 
Si F representa la fuerza gravitacional, F = mg, se tiene que 
vt - (2.60) 
donde puede apreciarse que ésta velocidad depende de la forma del 
cuerpo y la viscosidad del fluido. 
Cuando se considera el empuje (B) ejercido por el fluido sobre el 
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cuerpo, de acuerdo con el principio de Arquímedes, B = mfg (igual 
al peso del volumen desalojado por éste, siendo mf su masa), la 
ecuación de movimiento y el análisis anterior, nos lleva a 
encontrar para la velocidad límite, la expresión 
vL - (m - mf) -2- (2.61) 
2.8.2 Movimiento de un cohete 
Hasta ahora los sistemas en los cuales hemos centrado nuestra 
atención se han caracterizado por mantener constante su masa. Sin 
embargo, existen otros, como el caso del cohete en el que su masa 
más la del combustible varía continuamente. Y es precisamente 
esta variación de masa, producto de la combustión, la que genera 
mediante la expulsión de gases, una fuerza impulsora encargada de 
producir el movimiento del cohete en el que inicialmente más del 
80% de su masa la constituye el combustible. 
Refiriéndonos a la fig.2-15, podamos apreciar la manera como se 
relacionan las velocidades presentes en este movimiento: 
i? • + V-' o vt - V - V' (2.62) 
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donde v, es la velocidad del cohete respecto a un observador en 
la tierra 
v', es la velocidad de escape de los gases respecto a un 
observador terrestre 
ve, es la velocidad de escape de los gases respecto al cohete, se 
considera con buena aproximación como constante y su dirección 
es opuesta a la de v 
Si m, es la masa del cohete + combustible en cualquier tiempo, m 
es función de t: m = m(t) y por ende en un intervalo de tiempo 
dt, la masa experimentará un cambio dm (<0, pues la masa 
disminuye) y en ese mismo intervalo, la velocidad experimentará 
también un cambio dv. 
En esas condiciones, la conservación de la cantidad de movimiento 
en los instantes t y t + dt, implica que 
jJ= p' 
P - (m + dm)cohmtm(v + + 
P = mdV + dmV + (-dmPJ) 
P - mdV + dm9 - (V - V) cbn 
P = mV + mdV - Vmdm = P' 
En el intervalo de tiempo dt, el cambio en la cantidad de 
movimiento es, 
dP - P' - P • mdV - Vedm 
y por unidad de tiempo, se convierte en 
- o - ^ (2.62) 
dt dt * dt dt • dt 
donde F es la fuerza externa y el término v«dm/dt constituye la 
fuerza debida al escape de los gases. Si se desprecia la 
resistencia del aire, la variación de g con la altura y se asume 
que el movimiento es vertical, F = mg; valor que al reemplazarlo 
en la ecuación anterior y luego dividirse por m, conduce a 
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_ = dv i va\( dm\ 
9 dt U A dti 
Cuando el movimiento es hacia arriba, g y ve son <0, de tal forma 
que la ecuación anterior se transforma en: 
que al multiplicarse por dt y al hacer la integración desde tO = 
0, donde m = mo(masa inicial del cohete más combustible) y v 
= vo, conduce a 
dv + « -gt O V - v0 - vmln|—j - gt (2.63) 
La ecuación que determina la posición del cohete en cualquier 
instante, se obtiene integrando (2.63), el resultado es 
* - ^ - É m 1 ^ * ism) 
quedando resuelto el problema. 
2.9 Breve introducción a la Estática 
El objetivo de la Estática es establecer las condiciones por las 
cuales los cuerpo permanecen en equilibrio. Basados en éste y el 
carácter vectorial de la fuerza, se presentará una técnica 
sencilla para abordar y resolver problemas que involucren 
equilibrio, ya sea de traslación o de rotación de los cuerpos, 
siendo necesario, para el caso de la rotación, definir 
previamente el torque o momento de una fuerza. 
Manteniendo este orden de ideas, se resolverá inicialmente el 
problema de las fuerzas concurrentes, se definirá el torque de 
una fuerza resultante, luego se analizaraá el caso de las fuerzas 
no concurrentes, las coplanares, y, por último, el de las fuerzas 
paralelas. 
Las fuerzas concurrentes se refieren al conjunto de fuerzas que 
tienen un mismo punto de aplicación. 
Así, refiriéndonos a la fig.2-16, si Fx, Fz, F3, F-4, 
representan las fuerzas aplicadas al cuerpo, su resultante puede 
obtenerse a partir de la parte b) de la figura. 
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La fuerza resultante es 
F - + j?2 + P3 + 
Su magnitud, 
F = + Fy)1/2 
fig.2-16 
donde 
^x - -
Fy - EjF*áy - T.FiSenai 
y su dirección, estará dada por 
F Tana - —* 
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Torque o Momento de una fuerza 
La Dinámica que se ha desarrollado hasta el momento, nos ha 
permitido establecer como el efecto de una fuerza es hacer que el 
cuerpo que la experimenta, manifieste un cambio en su estado de 
movimiento. De acuerdo con la naturaleza de ésta, y de su 
dirección con respecto a la velocidad podía deducirse si el 
movimiento de la partícula era curvilíneo o no. De esto puede 
inferirse, que la acción de una fuerza sobre un cuerpo, es 
producir en éste, ya sea un desplazamiento o una rotación. Para 
apreciar mas detalladamente el problema de la rotación, podemos 
referirnos a la fig.2.17 
El cuerpo puede girar al rededor de 0. Si la fuerza fuera 
paralela a r, su efecto sería, la traslación del cuerpo. Sin 
embargo, cuando ésto no ocurre, lo que se evidencia, es la 
rotación de éste. 
La cantidad 
b " rSen 8 
se denomina brazo de palanca, y su dirección como puede verse en 
la figura, es perpendicular a la linea de acción de la fuerza. 
F 
fig.2.17 
El producto 
T • Fb - FrSenQ (2.65) 
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que de acuerdo con la definición de la magnitud del producto 
vectorial entre dos vectores, sugiere la posibilidad de 
expresarlo vectorialmente como 
? - ÍxP (2.66) 
recibe el nombre de Torque o momento de la fuerza F. El cual, 
como era de esperarse, es el responsable de la rotación del 
cuerpo. 
Como acaba de mencionarse, se trata de un vector, cuya dirección 
es perpendicular al plano determinado por r y F y su sentido, 
es el correspondiente al dado por la regla de la mano derecha. 
Las componentes de T a lo largo de los ejes coordenados, se 
obtienen desarrollando el determinante: 
? = fxP = 
í i Je 
x y z 
F F ^x cy 
(yFg - zFy) î ~ (xFt - zFx)j + (xFy - yFx) £ (2.67) 
î - xj: + T.J + Xgíc 
Si r y F están en el plano xy, z = 0, Fz = 0 y por consiguiente, 
rx = ry = 0. De tal manera que 
î - f, - (xFy - yFx)k (2.68) 
es el torque resultante. Esta ecuación, está determinando la 
línea de acción la fuerza. 
Puede suceder que F, sea la fuerza resultante de un sistema de 
fuerzas concurrentes, en este caso, 
f - fxP » Ix + P2 + P3 + + ...) 
? = fxPx + ÍxP2 + 2 xp3 + íx?t + ... 
f - ti + f2 + ?3 + f4 + ... 
Si las fuerzas no son concurrentes, como es el ejemplo que 
registra la fig.2-18, 
la fuerza resultante estará dada por 
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P » EP, « P, + P2 i 
desconociéndose por completo su punto de aplicación, a pesar de 
estar determinando la traslación del cuerpo. 
El torque total, responsable de la rotación, es 
? » + 
fig.2-18 
presentándose una situación totalmente diferente al caso de las 
fuerzas concurrentes (donde todo el sistema de fuerzas podía 
reducirse a una, de tal manera que su torque, era exactamente 
igual a la suma de los torques de cada una de las fuerzas, que 
tenían en común el mismo punto de aplicación). En general, un 
sistema de fuerzas que actúa sobre un cuerpo rígido no puede 
reducirse a una sola, dada por la suma vectorial de éstas. 
Si en la fig.2-18, las fuerzas Fi y Fz son iguales en magnitud, 
tienen la misma dirección, pero sentidos opuestos, conforman una 
"cupla o par", cuyo efecto es producir una rotación en el cuerpo, 
a pesar de que la fuerza resultante sea nula (no hay traslación). 
El torque resultante viene dado por 
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f - f, + f. a 
? - S*^ (2.69) 
donde 
se denomina el brazo de palanca de la cupla, que como se aprecia, 
es independiente del origen. 
Para el caso de fuerzas coplanares (fuerzas que se encuentran en 
un mismo plano), es posible reducir el sistema a una sola fuerza 
resultante dada por F =ZiFi, pues en este caso, el torque total, 
es siempre perpendicular a F, satisfaciéndose la relación 
7=2171= rxF (los torques individuales son también perpendiculares 
al plano de las fuerzas). 
Para esta situación particular, la relación vectorial t =tcZ±tí 
puede reemplazarse por la ecuación escalar TÍ =2ÍTÍ , 
calculándose cada ti, a partir de ti = ri x Fx, donde ri define 
el punto de aplicación de la fuerza con respecto al origen. 
Si el plano de las fuerzas es el xy, Fx y Fy las componentes 
rectangulares de la fuerza resultante F, el torque total estará 
determinado por 
T - xFy - yFx (2.70) 
Ecuación que como se habia mencionado , define la línea de acción 
de F; es decir, no existe un sólo punto de aplicación, sino una 
línea de aplicación para F, tal que su torque se conserve igual a 
t = rxF. 
Por último, si las fuerzas son paralelas y están dirigidas según 
la dirección del vector unitario u, la fuerza resultante puede 
expresarse por 
P - EA - (LFA Q 
i i 
siendo su magnitud 
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F = ZFÌ 
Obviamente las Fi serán positivas o negativas, dependiendo si su 
sentido es paralelo o no a la dirección de u, respectivamente. 
La suma vectorial de los torques, para este caso, es 
? = Hf^Pi = EifixFiú - (E^FjJxfi 
Lo que demuestra que es perpendicular a u y por ende, al plano de 
las Fi. Por esta razón, la F resultante puede colocarse en la 
posición re, de modo que el torque total esté dado por 
f - fcxp 
Así, igulando las expresiones para T, se tiene que 
fcx? - (EriFi)xO 
f-xZFiù » (Lx.FAxÚ 
c i 1 i 1 1 
(feEr¿)xú - (ErsFj)xú i * ¿ 
De donde se obtiene para rc 
f « % ri Fi (2.71) c ^ r 
Este punto define el centro de fuerzas paralelas. 
En síntesis puede afirmarse que un sistema de fuerzas paralelas, 
puede reducirse a una sola fuerza, paralela a todas las demás, 
actuando en el punto rc. Este punto, expresado en sus coordenas, 
conduce a 
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z, L c ^iFi (2.72) 
Centro de masa 
Se había definido el peso de una partícula de masa m en la forma 
ü - m§ 
Como a un cuerpo lo constituyen numerosas partículas, podemos 
considerar que su peso viene dado por W = Z±m±g y está aplicado 
en un punto, que de acuerdo con (7.72), es 
•* . m Ei-r^i CB E ^ g ni 
y tiene por coordenadas 
E^xj, Ejiajyi EjiOiZi 
xcm r m — ' y a» r> _— ' zcm V « 
Este punto así definido es el que representa el centro de masa 
del cuerpo considerado. 
Si el cuerpo es conpacto y de estructura continua, puede 
definirse su densidad volumétrica como p= dm/dv y cambiar las 
sumas por integrales, de tal forma que sus coordenadas serón 
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ahora 
Í xdv f ydv f zdv ; y- - •*— ; • •* "cu f ' J cm » ' cjb « 
/ dv I dv J dv 
Adicionalmente, si el cuerpo es homogéneo,p es constante, por lo 
que el cálculo se simplifica 
fxdv fydv f J- ; v_ - •*— i Z— » J-zdv xcm m „ > y<m ™ „ ' Zca 
donde V, es el volumen del cuerpo. 
Para cuerpos homogéneos y geometría regular (esferas, cilindros, 
paralalepípedos, etc), su centro de masa (CM) coincide con el 
centro geométrico y es tal que al aplicarse una fuerza en éste 
punto, el único movimiento posible del cuerpo, sería traslación. 
Al resolver problemas de estática, si la masa del cuerpo es 
apreciable, es preciso considerar como parte de las fuerzas que 
actúan sobre éste, su peso aplicado en su correspondiente centro 
de masa. 
Como el objetivo de la estática es establecer las condiciones por 
las cuales un cuerpo se mantiene en equilibrio, podemos 
sintetizar éstas afirmando que: 
Un cuerpo se mantiene en equilibrio de traslación, si la suma de 
las fuerzas que actúan sobre él es cero. 
Si la suma de los torques es igual a cero, permanecerá en 
equilibrio de rotación. 
Y permanecerá en equilibrio completo si se satisfacen las dos 
condiciones anteriores. 
2.10 Introducción a la relatividad clásica 
Con relatividad nos estamos refiriendo a la relación de 
observaciones que de un mismo fenómeno realizan observadores 
inerciales. Es decir, observadores ubicados en marcos de 
referencia que satisfacen la primera ley de Newton y que pueden, 
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por lo tanto, desplazarse unos respecto a los otros con velocidad 
constante y movimiento rectilíneo. 
Como las leyes de la naturaleza (leyes de Newton, principios de 
conservación, leyes del electromagnetismo, etc) no tienen porque 
depender del estado de movimiento de los observadores inerciales, 
se enunció un principio, el cual establece que "Todas las leyes 
de la naturaleza deben ser las mismas para todos los observadores 
inerciales que se mueven los unos con respecto a los otros a 
velocidad constante". Este enunciado constituye el principio 
clásico de la relatividad. 
Con base en este principio se puede encontrar un conjunto de 
ecuaciones que permiten relacionar las coordenadas, velocidad y 
aceleración de un evento visto por diferentes observadores 
inerciales. Todo este conjunto de ecuaciones son las comunmente 
denominadas Transformaciones de Galileo. Para iniciarnos en 
ellas, haremos referencia a la fig.2-19, en la cual, aparecen dos 
observadores en los marcos inerciales de referencia S y S", donde 
S", se desplaza con respecto a S a una velocidad constante v y en 
la dirección +X. 
Para mayor comodidad hemos supuesto que en el instante t = t' = 
0, los orígenes coinciden y por consiguiente la distancia que 
separa los orígenes en cualquier tiempo será, vt. El punto 
P(x,y,z) representa las coordenadas de posición para el 
observador 0 del sistema S, y (x',y',z"), las coordenadas del 
mismo evento para el observador 0' del sistema S'. 
De la figura 2-19 se aprecia que 
í ' Vt + 1• o, 
xt+ + zJe * v t f + x'i+ yí+ z't 
lo cual se satisface si: 
X = X' + vt 
y - y (2.73) 
Z - Z' 
t - t' 
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Este conjunto de ecuaciones que relacionan las coordenadas de 
posición de un mismo evento, visto por dos observadores 
inerciales, constituye las transformaciones de Galileo para la 
posición. 
fig.2-19 
Las transformaciones de velocidades pueden obtenerse derivando 
respecto al tiempo las transformaciones de posición. .El 
resulatado es: 
vx " vx + v 
- (2.74) 
v, - v; 
observándose que tan sólo hay variaciones de la velocidad de la 
partícula en la dirección del movimiento. 
Una nueva derivación respecto al tiempo, determinará la forma 
como se relacionan las aceleraciones vistas por los dos 
observadores del mismo evento. El resultado es: 
a = a* 
Es decir, la aceleración es una invariante con respecto a las 
transformaciones galileanas. 
Pi»á»ica dt uta partícula 
Con este resultado puede apreciarse una nueva situación: si m, es 
la masa de la partícula la cual consideraremos constante, de 
acuerdo con la segunda ley de Newton, para S, F = ma y para S", 
F' = ma'. Concluyéndose que F = F', es decir, la segunda ley de 
Newton es una invariante con respecto a las transformaciones de 
Galileo. Esta invarianza se da también para la primera ley de 
Newton si se observa que el movimiento de la partícula se realiza 
con velocidad constante, en esas condiciones, a = a' = 0 y por 
consiguiente F = F'= 0. 
Para observar si la tercera ley de Newton es invariante o no, 
podemos referirnos a la fig.2-20 
En la cual, por comodidad se ha cambiado un poco la notación. S2, 
es el sistema que se deaplaza paralelamente al eje +x con 
velocidad constante v respecto de Si . Vi y V'i son las velocidades 
de m y m' respectivamente para el sistema Si . y V'2 , lo serán 
para el sistema Ss. 
La tercera ley de Newton en Si , requiere que Fi = -F'i . 
invariante, se demostrará que para S2, Fa = -F'2. 
Si esta es 
p « -p. (3a. Ley de Newton) 
(Por la Invarianza de la 2a. Ley de Newton) 
P2 - -Pi 
Pi - P¿ 
La demostración de la invarianza de la ley de conservación de la 
cantidad de movimiento lineal se puede obtener también a partir 
de la fig. 2-20 
fig.Z-ÍO 
Oí 
2^ 
1' 
m 
m 
X1 
V1 
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fig.2-20 
En SI, 
P = mV- + = Constante - kx 
donde vt = v + y v'i = v + v'a de acuerdo con las 
transformaciones de velocidades Galileanas. 
Reemplazando, se tiene que: 
kx - - %) + m- (tf + Vi) = mV + m&2 + + m-Vi 
Jcx - mV - m-V « m&2 + 
Jq - ( jh + lü') & * P2 
kx - cte • cte -
demostrándose también, que la cantidad de movimiento lineal 
permanece constante bajo una transformación Galileana. 
De manera análoga puede demostrarse la invarianza del principio 
de conservación del momento angular, la energía y en general las 
leyes de la mecánica, con lo cual se corrobora parte del 
principio clásico de la relatividad. 
Las leyes de Maxwell y las transformaciones de Galileo. 
Hasta finales del siglo XIX se habían desarrollado tres teorías 
para explicar la naturaleza de la luz: 
Teoría corpuscular 
Teoria ondulatoria de carácter mecánico 
Teoria electromagnética, también de carácter ondulatoria 
La primera perdió su importancia al no poder explicar los 
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fenómenos de difracción e interferencia que manifiesta la luz y 
que son características de las ondas. 
En la segunda, se creía que el espacio estaba lleno de una 
sustancia llamada éter, la cual era el medio donde podía 
propagarse la luz y constituía el marco de referencia inercial 
para el cual, la velocidad de la luz era c = 300000 Km/s 
Por otra parte, Maxwell a finales del siglo XIX había 
desarrollado completamente su teoría electromagnética enunciando 
las correspondientes ecuaciones én el vacío, a partir de las 
cuales se obtiene la ecuación de onda electromagnética, que para 
una dimensión toma la forma: 
d2E _ C2 d2S 
dt2 dx2 
donde E es el campo eléctrico que en general es función de la 
posición y del tiempo: E = E(x,t). Esta ecuación por supuesto, 
es la registrada en el sistema S. 
Cuando se utilizan las transformaciones de Galileo para la 
posición con el objeto de hallar la ecuación de onda en el 
sistema S', que se desplaza respecto a S en la dirección +x con 
velocidad constante v, se encuentra 
(C» - V*)** - J^L - 2V-dx-2 dt'2 dx'dt-
Que difiere completamente de la observada por S y de la cual se 
deduce que la ecuación de onda, deducida de las ecuaciones de 
Maxwell NO es invariante con respecto a las transformaciones de 
Galileo. 
Con todo esto, podemos ver que las leyes de la mecánica son 
invariantes con respecto a las transformaciones de Galileo, en 
tanto que las del electromagnetismo no. Con lo cual se veía 
tambaleando el principio clásico de la relatividad. 
Para decidir sobre esta situación fue necesario realizar 
experimentos. 
Hertz demostró experimentalmente la validez de las ecuaciones de 
Maxwell y por consiguiente la de la ecuación de onda. 
Por otra parte se trató de identificar y medir algunas 
propiedades del éter, para lo cual Michelson y Morley diseñaron 
el experimento que de manera sencilla se representa en la 
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fig.2-22 
Una manera didáctica para explicar este experimento, consiste en 
considerar inicialmente el problema de dos botes navegando, uno 
paralelamente a la dirección de la corriente del río y el otro 
perpendicular a ésta. Ambos botes recorren la misma distancia de 
ida y regreso al punto de partida. Se averiguará el tiempo de 
cada bote en recorrer su correspondiente distancia. 
La fig.2-21 ilustra la dirección de la velocidad de cada bote 
para cumplir su objetivo. En ella, L es la longitud del camino 
que deberá recorrer cada bote en su viaje de ida, v es la 
velocidad de la corriente del río y V, la velocidad de cada bote. 
El tiempo para el bote A en hacer el reccorrido completo de ida y 
vuelta al punto de partida es: 
21 = 21 = 21/V 
V. ~ y2 - v2)l/2 _ v2/y2)l/2 
= 2 £¿da 
Para B, 
+ t 2lv vu cita V + V (V2 - v2) 
21/V 
B (1 - v*/V*) 
fg.2-21 
Resultando mayor que tA 
dinitia de una partícula 
Al cambiar los botes por rayos de luz, la corriente del río por 
el éter, lo que se obtiene es el experimento de Michelson y 
Morley. 
La fig.2-22 ilustra esquemáticamente este experimento 
Al incidir los rayos de luz al espejo semiplateado, parte de 
ellos se reflejan y hacen el recorrido perpendicular a la 
dirección de la corriente hipotética del éter, la otra parte, 
sigue la dirección de la corriente. Los unos como los otros se 
reflejan en los espejos A y B respectivamente y los rayos así 
reflejados, regresan a la pantalla de observación. La placa 
transparente, tiene por objeto conseguir que ambos rayos 
atraviesen los mismos espesores de aire y vidrio. 
En la pantalla, puede observarse una serie de franjas claras y 
oscuras producto de la interferencia de los rayos de luz. Al 
girar el aparato 90 grados, las trayectorias cambian su 
orientación con respecto a la orientación de la supuesta 
fig.2-22 
corriente de éter, cambiando también el valor de los tiempos (tA 
por tB y viceversa). Si estos tiempos son diferentes, las 
franjas se moverán a través de la pantalla durante el giro. 
tA corresponde al tiempo del desplazamiento perpendicular a la 
dirección del movimiento del éter y tB al tiempo del 
desplazamiento paralelo. 
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2iryi - v2/c2 - (i - v^/c2; 
d (1 - v2/c2)3/2 
si v « C 
C c2 C2 C 2 c2 c2 
At - 2 1 y 2 - -Iz! C 2C2 C c 2 
Si At fuera igual a un período de la vibración de la luz, la 
figura de interferencia, se desplazaría una franja. La 
diferencia de trayectoria d, que corresponde a una diferencia de 
tiempo At es d= c At. Si d corresponde al desplazamiento de n 
franjas, d = nA, siendo A la longitud de onda de la luz 
utilizada. 
Igualando las expresiones para d, 
nX - cAt -
c2 
Si 
- y tB = tB 
La diferencia de tiempo es: 
AC - t, - t, - 2 - , 2 J/ C , -I - ! _ V2/C2 U _ v2/cá 
En el experimento L = 10 m, v = 30000m/s (velocidad de rotación 
de la tierra), c = 300000Km/s 
Obteniéndose para n, 
n = 0,2 
Como el desplazamiento de franjas se verifica en ambos 
recorridos, el desplazamiento total deberá ser 2n = 0,4 franjas. 
Pero no se detectó desplazamiento alguno de las franjas, lo cual 
indicaba 
t, - t± 
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Es decir, v = O y por consiguiente el éter no existe (se suponía 
el éter estacionario, de tal manera que al girar la tierra, 
alrededor del sol creaba un "viento de éter" cuya velocidad 
debería ser v). 
Con estos resultados, desaparece el marco de referencia en el 
cual, la velocidad de la luz es c, no se cumplen las 
transformaciones de Galileo para la velocidad de la luz, 
concluyéndose que la velocidad de la luz es la misma para todos 
los observadores inerciales. 
2.11 Relatividad Especial 
Einstein, basado en los resultados del experimento de Michelson-
Morley, retoma la idea de un espacio vacío y postula los 
principios fundamentales de su teoría especial de la relatividad. 
Postulado 1. Las leyes de la física deben ser las mismas para 
cualquier marco de referencia inercial (principio clásico de la 
relatividad) 
Postulado 2. La velocidad de la luz tiene el mismo valor c en 
cualquier marco de referencia inercial. 
Con estos postulados, las transformaciones de Galileo y las leyes 
de Newton comienzan a presentar ciertas limitaciones que 
necesariamente deben revisarse. 
Con el fin de dejar invariante la velocidad de la luz, fue 
necesario formular un nuevo conjunto de ecuaciones de 
transformación conocidas como las transformaciones de Lorentz, 
que aparte de dejar invariante la velocidad de la luz, tienen la 
propiedad de reproducir las de Galileo para velocidades pequeñas 
comparadas con la velocidad de la luz. 
Para la deducción de estas ecuaciones podemos referirnos a la 
fig.2-23 
donde se ha supuesto que en t = t' = 0, los orígenes de los 
sistemas inerciaales coinciden. Además, que si en este instante, 
se prende una bengala, cada observador se sentirá en el foco de 
una onda esférica, midiendo en cada caso, de acuerdo con el 
segundo postulado, la velocidad c. 
Las ecuaciones de las esferas para los observadores de S y S', 
son respectivamente 
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r2 - x2 + y 2 + z2 • c2 t2 y r*2 - x,z + y 2 + z'2 • c2 t'2 
Como el movimiento relativo sólo es en la dirección +x, 
c. S S' S S' 
fig.2-23 
y - y' 
Por el segundo postulado, 
X = c t 
x' - c t ' 
Como las nuevas transformaciones deben satisfacer los postulados 
y además, que para v«c, reproduzcan las de Gal i leo, puede 
suponerse las nuevas, como las de Galileo multiplicadas por una 
constante cuyo valor debe encontrarse. Es decir: 
x'» ru - vt) 
X =• T(x' + v t ' ) 
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Donde se han supuesto distintos, los tiempos medidos por cada 
observador. Multiplicando entre sí estas ecuaiones y teniendo en 
cuenta que x = ct, x' = ct', el despeje de T, conlleva a 
(1 - v2/c2)1/2 
Así, las nuevas ecuaciones en los sistemas S y S' tomarán la 
forma: 
x - x ' * v t ' 
a - v2/c2)U2' 
x' = x - vt 
(1 - v2/c2) \ 1/2 
(2.75) 
z • z' 
t- t'+ vx'/c2 
(1 - v2/c2) "1 
t' . t - vx/c2 , 
c (1 - v2/c2)11 
Donde la obtención de t y t' se consiguió combinando las 
expresiones para x y x'. El conjunto de ecuaciones (2.68), 
constituye las transformaciones de Lorentz para la posición y el 
tiempo de un evento visto desde los marcos de referencia 
inerciales S y S' respectivamente. 
Las expresiones para t y t", dejan ver un resultado muy 
importante, el tiempo y el espacio no pueden tomarse como entes 
completamente independientes (de la manera como se hacía en la 
mecánica clásica). 
La obtención de las transformaciones de Lorentz para la 
velocidad, puede lograrse diferenciando las ecuaciones (2.75), lo 
que conduce a 
VX - V'X + V / 1 + W'x/c2 ' 
V'x - rc* " V 
1 - vVx/c2 
vty (1 - ya/ca)i/a 
1 + vV'x/c2 
- vy (1 - V2/C2)l/2 (2.76) 
1 - vVx/c2 
yz m V'z (1 - v2/c2)1/2; 
1 + vV'x/c2 
V>z « yg (1 - v2/c2)1/2 
1 - vVx/c2 
para los sistemas S y S' respectivamente, 
Estas ecuaciones tienen la propiedad, por una parte, de dejar 
constante la velociadad de la luz, por otra, de reproducir las de 
Galileo en el caso en que v«c, y, por último, de establecer una 
serie de consecuencias que hasta antes no se conocían y que 
fueron determinantes para la explicación de numerosos fenómenos 
que con la mecánica clásica no habían encontrado respuesta. 
Entre las consecuencias más importantes pueden citarse 
- La invarianza de la ecuación de onda deducida de las ecuaciones 
de Maxwell con respecto a las transformaciones de Lorentz y que 
corrobora el principio clásico de la relatividad 
-La contracción de la longitud 
-La dilatación del tiempo 
-La explicación del experimento de Michelson-Morley 
-La variación de la masa y junto a ella la nueva formulación de 
la diáamica y la energía de las partículas que se desplazan a 
velocidades próximas a la de la luz. 
La contracción de la longitud (en la dirección del movimiento) 
puede discutirse a partir de la fig.2-24 
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S s-
fig.2-24 
Las coordenadas de los extremos de la regla que se desplaza con 
el sistema S', a la velocidad v respecto de S y en la dirección 
+x, vienen dadas por 
- X* " v t 
X*~ <1 - v*/cz)1/2 
x* ~ (l - v2/c2)1/2 
donde XA y XB son las coordenadas en el sistema S. 
Como L' = Lo = XB- - XA- es la longitud de la regla que se 
mantiene en reposo respecto a S', el reemplazar las coordenadas 
por sus correspondientes valores, conduce a 
L - Lo (1 - V2/C2)1/2 (2.77) 
donde L = XB - XA, es la longitud de la regla medida por el 
observador de S. Esta ecuación indica que los objetos en 
movimiento experimentan una contracción en la misma dirección de 
éste. Contracción que se haré mós evidente en la medida que v 
tienda mós a c. 
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Para la discusión de la dilatación del tiempo, se hará con 
referencia a un evento que sucede en S". Si To = T' = T'B - T'A 
es su duración. En S, el intervalo de tiempo será T = TB - TA, 
estando estos tiempos relacionados mediante las transformaciones 
de Lorentz (B y A, representan los instantes final e inicial, 
respectivamente). Así, después de reemplazar TB y TA en T, se 
llega a 
(1 - v2/c2)1/2 (2.78) 
Observándose que el reloj del sistema S, "registra más rápido los 
segundos" 
En los resultados analíticos, usando las transformaciones de 
Galileo, para la obtención de los tiempos que cada rayo tardaba 
en llegar a la pantalla de observación, de acuerdo con el 
experimento de Michelson-Morley, se encontró las siguientes 
expresiones 
t | - 2 1/C 
1 1 - V2/c2 
para el rayo "paralelo" 
2 1/c t, = ' -i- para el rayo "perpendicular" (1 - v / c ) 
Teniendo en cuenta, que las longitudes se ven contraidas en la 
dirección del movimiento, para la expresión de t|j deberá 
reemplazarse la L por la dada en (2.70). En esas condiciones se 
encuentra que los tiempos son iguales. 
2.12 Dinámica Relativista 
Otra de las grandes consecuencias de la teoría especial de la 
relatividad, está en la variación de masa que experimenta un 
cuerpo, cuando se desplaza a velocidaes muy grandes. Esto lleva 
consigo una nueva formulación de las magnitudes asociadas a ésta, 
como la cantidad de movimiento lineal, la fuerza y la energía. A 
las dos primeras nos referiremos en este apartado, y, a la 
energía, en el próximo capítulo. 
Para iniciar, se hará referencia a la fig.2-25, en la que se 
considera una colisión totalmente inelástica entre dos partículas 
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idénticas A y B, de igual masa en reposo, que se mueven con la 
misma velocidad pero sentidos opuestos. 
cí>v y<£) antes 
( M o ) después 
antes 
<2> . v después 
fig.2-25 
La colisión tiene lugar en el sistema S', que se desplaza 
respecto a S con velocidad v, y en la dirección +x. 
La conservación de la cantidad de movimiento, en los dos 
sistemas, implica que: 
en S' lú'P" + ID'P- - 0 iií'v - ni' v • 0 
mV - Mv , 
Como 
V 
en 
(V' + v) 
(1 + W'/C2) 
(1) 
(por las transformaciones de Lorentz) 
y, V' = v, se concluye que 
V- 2 v 
1 + v2/c2 
desde luego, si v«<c, V = 2v 
Como la masa debe conservarse, 
m + iíIQ - M 
(2) 
(3) 
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Dividiendo (1) entre (3), se obtiene para m, 
« - V m ° (4) 
V - V 
La ec.(2), conduce a una ecuación cuadrática para v, cuyas 
soluciones están dadas por 
V - (c2/v2) [1 ± (l - v2c2)1/2] (5) 
Por otra parte, para satisfacer la condición de que para v«<c, V 
= 2v, es decir, v = V/2, es necesario en la ecuación (5), tomar 
el signo (-), de tal manera que al reemplazarlo en (4), se 
obtiene para m el valor 
m = 
(1 - V2/C2)1/2 (2.79) 
Esta ecuación indica, que un objeto al moverse, aumenta su masa 
en la medida que v lo hace, con respecto a un observador ubicado 
en el sistema S. 
m, se denomina masa relativista, en tanto que mo, representa la 
masa en reposo del cuerpo que se desplaza con velocidad v. 
De (2.79) pueden verse dos situaciones interesantes: si v«c, m = 
mo, y, por otra parte, que v no puede tomar el valor c, porque m 
sería infinita. Así pues, notamos que la velocidad de la luz se 
convierte en una velocidad límite para todos los cuerpos 
materiales (cuerpos de masa en reposo diferente de cero). 
Una vez definida la masa relativista, la cantidad de movimiento 
lineal y la fuerza quedarán expresadas por: 
P = * * 
(1 - v2/c2)1/2 ( 2 . 8 0 ) 
con 
? - vJl + VJ + v^ 
F m dP m d(n&) 
dt dt 
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_ dv día F « + v-== ac efe 
con m, la masa relativista. El desarrollo de las derivadas, 
conduce a obtener para F, el valor 
F = 
(1 - v2/c2)3/2 (2.81) 
Esta nueva teoría, como puede apreciarse en todos sus resultados, 
representa una teoría mucho más general que la mecánica clásica y 
tiene la propiedad de reproducirla, para el caso en que el 
movimiento de los cuerpos se realice con velocidades pequeñas 
comparadas con la de la luz. 
C A P I T U L O 3 
T R A B A J O Y E N E R G I A P A R A U N A 
P A R T X C U L A 
3.1 Introducción 
En el capítulo 2 se discutió la dinámica de una partícula que 
está fundamentada en las leyes de Newton y el carácter vectorial 
de la fuerza. Basados en ésto podíamos averiguar sobre su 
comportamiento y evolución temporal. Es decir, al identificar el 
tipo de fuerzas que actúan sobre un cuerpo, podía deducirse, de 
acuerdo con la segunda ley de Newton, su ecuación de movimiento, 
la cual, al integrarse sucesivamente dos veces, nos daba 
información a cerca de su velocidad y posición en la medida que 
transcurre el tiempo, quedando de esta manera resuelto el 
problema. 
En éste capítulo se discutirá un nuevo procedimiento basado 
fundamentalmente en los conceptos de impulso, trabajo y energía, 
los cuales conducen a soluciones equivalentes a las dadas por la 
diámica y que en determinadas condiciones llevan a resolver el 
problema de una manera más simplificada. 
Inicialmente se analizará el concepto de impulso y la manera como 
puede utilizarse para hallar la velocidad y posición de una 
partícula sujeta a una fuerza que varía con el tiempo. Luego, se 
introduce el concepto de trabajo para fuerzas que dependen de la 
posición de la partícula y se analizará el efecto que tiene en el 
cambio de su estado de movimiento (el trabajo realizado sobre una 
partícula es equivalente al cambio que experimenta su energía 
cinética durante el intervalo en que se le practique). Se 
hablará también de los conceptos de potencia, energía potencial, 
fuerzas conservativas y asociado con ésto, la conservación de la 
energía para una partícula. 
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3.2 Impulso 
La segunda ley de Newton se definió como 
Esta expresión permite determinar el cambio en la cantidad de 
movimiento que experimenta la partícula si se conoce la 
dependencia temporal de la fuerza F, es decir 
que al integrarse teniendo en cuenta que en to, P = Po y que en 
t, la cantidad de movimiento es P, el resultado es 
ecuación que a su vez, define el impulso de una partícula, como 
el cambio que experimenta su cantidad de movimiento. 
A partir de (3.1) y considerando el hecho de que P = mv, Po = mvo 
y v = dr/dt, se llega a las expresiones para v y r, las cuales 
permiten la solución total del problema 
La ecuación (3.1) puede también escribirse como 
mV - mV0 = í 
de donde se obtiene 
la cual, al integrarse considerando que en el instante to, la 
posición es ro, y en un instante posterior t, es r, se llega a 
dP = Pdt 
(3.1) 
+ ?0(t - t0) + ±fefdt mJ t 
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obteniéndose así, la posición de la partícula para cualquier 
tiempo 
3.3 Trabajo y Potencia 
Cuando la fuerza es función de la posición de la partícula, es 
necesario definir una nueva magnitud que en principio, juega el 
mismo papel que el impulso, como se corroborará mas adelante. Es 
decir, permite la determinación del cambio experimentado en la 
velocidad de la partícula durante el intervalo de tiempo que este 
obrando. Dicha magnitud es el trabajo. 
Refiriéndonos a la fig.3-1, puede apreciarse que la posición de 
la partícula durante el intervalo de tiempo dt, experimento el 
desplazamiento dr, por la acción de la fuerza F. 
En esas condiciones, puede definirse el trabajo realizado por la 
fuerza F, para desplazar la partícula durante el intervalo de 
tiempo dt, la distancia dr, como 
dW'P.dl (3.2) 
si designamos la magnitud de dr por ds y aplicamos la definición 
de producto escalar entre dos vectores, la ecuación (3.2) se 
convierte en 
dw - Fdscosd 
siendo 8, el ángulo formado por F y dr. 
Como la componente tangencial de la fuerza viene dada por 
Ft » FcosQ 
se llega a la conclusión de que el trabajo puede definirse como 
dW = Ftds 
Es decir, como el producto del desplazamiento por la componente 
de la fuerza a lo largo de éste. 
Es de anotar que si F es perpendicular al desplazamiento, el 
trabajo es nulo, como sucede por ejemplo en el MCU, o con la 
fuerza gravitacional cuando un cuerpo se desplaza paralelamente 
sobre un plano horizontal. La fig.3-2 ilustra claramente estas 
dos situaciones 
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fig.3-1 
fig.3-2 
Volviendo nuevamente sobre la fig.3-1 y si consideramos que la 
fuerza varía a lo largo de la trayectoria c, el cálculo del 
trabajo para desplazar la partícula desde A hasta B, estaría dado 
por 
W - . dSx + P2. df2 + . di3 + .... 
es decir, el trabajo total, estará dado por la suma de los 
trabajos que realiza la fuerza en cada uno de los desplazamientos 
respectivos ( se ha denotado con Fl, F2, F3, etc, el valor de la 
fuerza para cada uno de los desplazamientos correspondientes). 
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La sumatoria anterior puede reemplazarse, por la integral 
W = f*F. d? (3.4) 
que para ser evaluada, es preciso conocer La dependencia de F con 
respecto a la posición de la partícula, al igual que la ecuación 
de la trayectoria. 
Al graficarse Ft como una función de s, es posible obtener algo 
similar a lo registrado en la fig.3-3. 
Donde puede apreciarse que el área de cada rectángulo viene dada 
por Ftds, de tal forma, que el área total bajo la curva Ft entre 
A y B, podrá ser determinada por la ec.(3.4). 0 sea, el área bajo 
la curva en una gráfica Ft contra s, representa el trabajo 
realizado por la fuerza para desplazar la partícula desde la 
posición S = A, hasta S = B. 
Un caso de particular importancia es cuando la fuerza F es 
constante tanto en magnitud como en dirección, de tal forma que 
al desplazar un cuerpo una distancia S, en su misma dirección 
(ver fig.3-4), la ecuación (3.4), se convierte en 
fig.3-3 
W = f*Fds = Ff*ds = FS (3.5) 
Otra situación interasante, es la representada en la fig.3-5 
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fig.3-4 
-vMMfiM, 
i F= -Kx 
1— X 1 1 
F=-Kx 
tüUMr- x=0 
fig.3-5 
Cuando el resorte se deforma (ya sea mediante un estiramiento o 
una compresión), ejerce una fuerza sobre el cuerpo, dada por 
** = (3.6) 
siendo K, la constante de elasticidad del resorte y x, su 
deformación. 0 sea, la fuerza que ejerce un resorte es 
directamente proporcional a su deformación, pero dirigida en 
sentido contrario a ésta (ley de Hooke). Como esta fuerza actúa 
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siempre en dirección a su posición de equilibrio, con frecuencia 
se le denomina de restitución o recuperadora. 
El trabajo realizado por el resorte de la fig.3-5, para desplazar 
el cuerpo desde una posición arbitraria XA a otra XB, de acuerdo 
con la ecuación (3.4), será: 
W - fB(-Kx) dx = ^ Kxl - \kx\ (3.7) "A A « 
Cuando es una fuerza externa la encargada de deformar el resorte 
muy lentamente, se puede calcular fácilmente su trabajo, si 
tenemos en cuenta, que su valor (el de la fuerza), será igual 
pero dirigida en sentido contrario a la del resorte, es decir 
= -Í-K51) = K5t, 
así, por ejemplo, su trabajo para desplazar el cuerpo desde la 
posición de equilibrio (x = 0), hasta cualquier otra x, es 
W - [*Kxdx - ^Kx2 J o 2 
que deberá ser igual al negativo del trabajo realizado por el 
resorte, para éste mismo desplazamiento. 
Por otra parte, cuando F y dr tienen componentes a lo largo de 
cada uno de los ejes cartesianos, la ecuación (3.4) se transforma 
en 
W = d? = j"*(Fxdx + Fydy + Fzdz) (3.8) 
Por último, si sobre la partícula actúan varias fuerzas, los 
trabajos efectuados por cada uno de ellas en el desplazamiento dr 
y que contribuyen al trabajo total W, son; 
w - ^.df + P2.df + P3.d? + 
w = + P2 + P3 + ...). d? 
w - P.d? 
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la fuerza resultante. 
Un ejemplo de esta situación es el registrado por un cuerpo que 
se desplaza sobre un plano inclinado, donde las Fi, son entre 
otras, la fuerza normal, la de fricción y su propio peso. 
Potencia 
Se define como la rapidez con la cual una máquina efectúa 
trabajo, es decir, el trabajo efectuado por unidad de tiempo. 0 
sea 
dW 
dt (3.9) 
ó 
P , p. Éf = p.p dt 
donde se ha utiizado el hecho de que 
dW = P.df y ? - dt 
Las ecuaciones (3.2) y (3.9), permiten definir las unidades de 
trabajo y potencia, respectivamente. 
Así, en el sistema internacional, la unidad de trabajo es el 
Joule (J), que corresponde al trabajo efectuado por una fuerza de 
un Newton, que actúa sobre una partícula, para desplazarla un 
metro en la misma dirección de ésta. J = Nm = m2Kgs-2. 
En el sistema CGS, la unidad es el Ergio (Erg), definida como el 
trabajo realizado por una fuerza de una dina, que al actuar sobre 
una partícula, la desplaza un cm, en su misma dirección. (J = 107 
dinas). 
En cuanto a la potencia, se define para el sistema internacional, 
el Watt (W), como la potencia de una máquina que efectúa un 
trabajo con la rapidez de un Joule cada segundo (W = Js = m2Kgs). 
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Otra unidad frecuentemente utilizada es el caballo de vapor (hp), 
que corresponde a 550 pie Ib por segundo, o sea 746W. 
La ec.(3.9), permite para el trabajo definir una nueva unidad: El 
Kilo Watt-hora, como el trabajo efectuado por una máquina que 
desarrolla una potencia de un KWatt cada hora (KW-hora = 3.6x10® 
J). 
3.4 Enería Cinética 
En el capítulo anterior se había definido la fuerza tangencial 
como 
di 
por consiguiente, 
Ftds - m<%rdB - mdv-g - mvdv c dt dt 
de tal forma que la integral (3.4), se transforma en 
B B va 
W = jP.dî = ¡Ftda = jmvdv 
T 1 W - —mvJ - -±inv.2 2 2 a 
w - e x . B ~ e X . A ( 3 . 1 0 ) 
Donde vA y vB son las velocidades de la partícula en A y B 
respectivamente. 
La cantidad 
Er " -Í-jiív2 K 2 
recibe el nombre de energía cinética, que como se observa, 
aparece siempre que la partícula esté en movimiento. 
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De acuerdo con esto, puede apreciarse, que el trabajo realizado 
sobre una partícula, es equivalente al cambio que experimenta su 
energía cinética. 
Esta situación es válida independientemente de la naturaleza de 
la fuerza, el tipo de trayectoria que siga la partícula, y el 
tiempo en el cual esté obrando la fuerza. Su validez es general. 
Una forma alternativa para llegar a (3.11) es la siguiente: 
Como 
dt2 
W = fP.d? = fm-^.d? 
A 
donde 
díf.d? - d ( Ä . d ? -
dt dt dt dt 
d2f dV -, df -=-4 . dí - ^  . Vdt , pues V -dt2 dt dt 
S^l .di = dV.V 
dt2 
Al diferenciar respecto al tiempo el producto escalar v.v, se 
llega a 
{V.V) - 2 ( p o r ser conmutativo el producto) dt dt 
de donde se obtiene que 
dV = (V.V) = , pues V.V-v2 4¿ A 
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Al reemplazar esta expresión en la del trabajo, se obtiene 
r vfc 
W = fm-^f.df = f — d{v2) = - ijmy 
•J dt2 J 2 2 2 a Zt> VA 
En cuanto a las unidades de la energía cinética, de acuerdo con 
la ecuación (3.11), podemos notar que deben corresponder a las 
mismas de trabajo. 
3.5 Energía cinética relativista 
Si en la integral (3.4), consideramos que la fuerza relativista 
es la encargada de realizar trabajo, para desplazar una partícula 
desde el reposo, en la misma dirección de su linea de acción, 
hasta alcanzar una velocidad v, se obtiene 
*-fP.dZ-fa( 1 -
o o c 
¡v = fad - zt)-y/*vdv = ek 
cuya evaluación, es 
Bk = (m -1%) c2 ' Ame2 (3.12) 
que constituye la energía cinética relativista, y de la cual se 
infiere, que todo cambio en la energía de un cuerpo, está 
asociado a un incremento de su masa, como consecuencia del cambio 
en su estado de movimiento. 
La ec.(3.12) puede escribirse en la forma 
E k = me2 - «IQC2 O E « E k + í i í q C 2 
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donde 
E = irte2 
con m, la masa relativista, constituye la energia total de la 
particula. • 
Ea = MQC2 
representa la energia en reposo de la partícula. (Una partícula, 
con el solo hecho de poseer masa en reposo, debe asociársele la 
energía moc2). 
Debe destacarse que cualquier cambio en la masa de un cuerpo, 
estará acompañado del correspondiente en su energía, la cual se 
puede manifestar como radiación, energía cinética, etc. 
Ejemplos de esta situación lo constituyen el sol y los elementos 
radiactivos, que continuamente pierden masa pero simultáneamente 
están irradiando energía. 
3.6 Energía potencial, fuerzas conservativas y principio de conservación de la energía de una partícula. 
Si una fuerza es constante en magnitud y dirección, su trabajo 
para desplazar una partícula, de acuerdo con la ecuación (3.4), 
es 
B 
w = fP.df = P. (fB - fA) 
A 
w = P. íB - P. fA (3.13) 
que como se aprecia, tan solo depende de las coordenadas de 
posición de la partícula. Esto sugiere, desde luego, que el 
trabajo sea independiente de la trayectoria que puede seguir la 
partícula. 
Un ejemplo de esta situación, es el trabajo realizado por la 
fuerza gravitacional sobre un cuerpo, en la cercanía de la 
superficie terrestre. Refiriéndonos a la fig.(3-5) 
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se observa que 
f = m§ 
conserva su magnitud y dirección. Su trabajo viene dado por 
W = P. rB - P. ÎA 
W = P. (fa - 2a) 
W = -mgJ- í (x8 - xA) î + (yB - yA) j] 
w = -mg(yB - yA) 
ff - mgyA - mgyB 
Donde se demuestra que efectivamente, el trabajo tan solo depende 
de las coordenadas de posición de la partícula y corrobora la 
tesis, según la cual, es independiente de la trayectoria. 
Cuando el trabajo realizado por una fuerza, es tal que puede ser 
expresado como la diferencia entre los valores de una cantidad 
que se evalúa en los puntos inicial y final, como en la ec.(3.14) 
por ejemplo, se dice que tal fuerza es conservativa, su trabajo 
por consoguiente, es independiente de la trayectoria, y la 
y 
x 
fig.3-5 
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cantidad evaluada en los puntos inicial y final se denomina 
Energía Potencial (Ep). 
De esto se deduce, que la ec.(3.14) pueda expresarse como 
donde 
E = mgy 
es la energía potencial (en este caso gravitacional). Por 
supuesto, 
La energía potencial, como puede observarse, es función de las 
coordenadas de la partícula, o sea, Ep = Ep(r) = Ep(x,y,z). 
Volviendo sobre la ec.(3.15), podemos notar que si los puntos 
inicial y final coinciden, Ep,A = Ep,B, y por consiguiente el 
trabajo realizado por la fuerza conservativa es nulo. 
En general, si la trayectoria es cerrada y los puntos inicial y 
final coinciden, la ecuación para calcular el trabajo realizado 
por la fuerza conservativa, es 
donde el círculo en la integral, indica que la trayectoria es 
cerrada, como se indica en la fig.(3-6) 
Que sea cero el trabajo de la fuerza conservativa en (3.16), 
significa que en una parte de la trayectoria el trabajo es 
positivo, y en la otra, negativo pero de igual magnitud, 
resultando nulo el trabajo neto. 
Por otra parte, en la ec.(3.15), es necesario que 
W = EP.A ~ EP.B (3.15) 
&p.A = m9YA es la energía potencial evaluada en ya 
Ep.b MgyB es la energía potencial evaluada en yB 
(3.16) 
(3.17) 
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pues 
B 
W= J>.df = -dEp = Ep A - Epa 
A 
fig.3-6 
y como 
P.dí • F da eos 0 
se deduce que la ec.(3.17) puede escribirse en la forma 
F eos e - -dEp (316) 
donde 
F eos 8 
es la componente de la fuerza a lo largo del desplazamiento ds. 
Esta expresión constituye una derivada direccional y permite 
calcular la fuerza a lo largo de cada uno de los ejes, si se 
conoce Ep = Ep(x,y,z). Cuando un vector es tal que su componente 
en una dirección es igual a la derivada direccional de una 
función en aquella dirección, el vector se llama el gradiente de 
la función (el vector obviamente es la fuerza, y la función, la 
energía potencial). 
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De acuerdo con esto, la ec.(3.18), puede expresarse como 
P = -V Ep (3.19) 
que se lee "la fuerza es el nagativo del gradiente de la energía 
potencial" 
En coordenadas rectangulares y polares el gradiente toma la 
forma: 
y si se considera a la fuerza en estos mismos sistemas de 
coordenadas como 
P - Fj + FyS + Fjc 
P = F^ + Fffi 
la sustitución de estas expresiones en (3.19) permite determinar 
las componentes de la fuerza en las direcciones correspondientes, 
es decir: 
a 
Fx " --jr-Ep(x,y, z) 
Fy - —^-Ep(x.y,z) 
a 
Fz - --jr-Ep(x,y, z) 
en cartesianas 
en polares 
(3.20) 
(3.21) 
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La ec.(3.19) permite, si se quiere, concederle una nueva 
definición a la fuerza conservativa: 
"Si una fuerza es tal que puede expresarse como -grad Ep, es 
porque dicha fuerza es conservativa" 
Puede observarse que la fuerza elástica de un resorte es 
conservativa, y la energía potencial asociada es de la forma dada 
en (3.7): 
Por otra parte, una combinación de las ecuaciones (3.10) y 
(3.15), conlleva a demostrar que 
EK.B " EK.A " SP.A " SP.B 
(Bk + Ep)b « (Ex + Bp)a 
eb - ea 
Es decir, 
E - Ex + Ep - constante 
Cuando la fuerza que actúa sobre la partícula, es la 
gravitacional, la conservación de la energía, implica que 
E - -^«tv2 + mgy - constante 
"Si una partícula se mueve bajo la acción de una fuerza 
conservativa, su energía total, permanece constante. 
En particular, si la partícula se deja caer libremente desde una 
altura inicial Yo, la conservación de su energía, conduce a 
mgyQ - \mv* + jn£y 
de donde se obtiene para v, el valor 
v» [2g(y0 - y)}1/2 - (2gh)í'2 
que corresponde al ya determinado mediante las ecuaciones de 
Newton en el capítulo anterior. 
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El ejemplo anterior nos introduce, como lo mencionamos al 
comenzar la discusión del presente capítulo, a desarrollar un 
nuevo procedimiento para buscar la solución del problema del 
movimiento, ya no basados en las leyes de Newton, sino en la 
conservación de la energía de la partícula. 
Retomando el ejemplo anterior y teniendo en cuenta que la energía 
total se conserva, 
E • —mv2 + eb 2 p 
se obtiene para v, el valor 
v - [— (E - Ep)]1/Z (3.22) m 
con 
E = mgy0 y Ep = mgy 
0 sea, toda la energía inicial de la partícula es potencial 
gravitacional. Obviamente cuando el cuerpo desciende, habrá 
transferencia de energía potencial en cinética, de tal manera que 
al hacer contacto con el suelo, y = 0 , toda su energía será 
cinética, e igual a la potencial inicial. 
Como nuestro objetivo es esencialmente determinar la posición y 
velocidad de la partícula en cualquier instante, podemos integrar 
(3.22): 
v • - i - e p ^ 1 / 2 ore ni 
de donde se obtiene 
= 
[(-!> (E - Ep) ]1/2 m 
dt 
las condiciones iniciales del problema afirman que en to = 0, y = 
yo y para cualquier tiempo t, la posición estará determinada por 
y (en particular, cuando la partícula hace contacto con el suelo, 
y = 0). 
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Al hacer las sustituciones correspondientes, se encuentra 
o t 
í — 2 ^ ' fdt y« [<-!) ( W 0 " W ) ] 1 / 2 o m 
cuya solución viene dada por 
(2^)1/2« t 0 y - Igrt2 g 2 
que corresponde también, a la encontrada en el capítulo anterior, 
mediante las leyes de Newton. 
Sintetizando, podemos concluir que existe un método alternativo 
al dado por la dinámica, basado en las relaciones de enrgía, que 
permite resolver el problema, desde luego, reproduciendo las 
mismas expresiones dadas por las leyes de Newton. La condición 
para hacerlo en este nuevo procedimiento, es identificar el tipo 
de fuerza que actúa sobre la partícula, para que con ayuda de 
(3.19), se pueda obtener la energía potencial correspondiente y 
de esa manera resolver la integral que permite encontrar la 
posición de la partícula para cualquier tiempo. 
3.7 Momento angular, fuerzas centrales conservativas y curvas de 
potencial 
Cuando una partícula se mueve con una velocidad v, se le asocia 
la cantidad de movimiento, 
P * 
Si r, es el vector de posición de la partícula, se define el 
momento angular de la partícula, como 
£ = fxP = mfxV ( 3 . 2 3 ) 
Por la definición del producto vectorial entre dos vectores, la 
fig.3-7 indica, que se trata de un vector perpendicular al plano 
determinado por r y v. 
Este vector, puede cambiar continuamente su magnitud y dirección 
mientras la partícula se mueve. Sólo, si la partícula se mueve en 
el plano, y el origen o se encuentra en él, la dirección de L 
permanece constante (perpendicular al plano determinado por r y 
v). 
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fig.3-7 
En el caso particular del movimiento circular, 
L - mrv = mr2w 
o en forma vectorial, 
Si el movimiento de la partícula en el plano, está descrito en 
cordenadas polares, L tomará la forma 
L » mfxV- = mfx(vzQr + = mfxv(^ 
pues 
íxV Q — 0 r r por ser vectores paralelos 
como 
d6 
• dfc 
reemplzando este valor, L puede escribirse como 
r - | (3.24) 
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En coordenadas cartesianas, L estará determinado por 
í i Je 
L = í X P = x y z 
Px Py Pz 
= Lxí - LyS + Lzk 
con 
yPz - zPy 
xPz - zPx 
Lz- xPy- yPx 
Donde por supuesto, si z = 0, puede demostrarse que 
L = Ljc , pues Lx - Ly - 0 
Al diferenciar (3.23) respecto al tiempo, se tiene 
M - A. (fx?) 
dt dt11 
dL ^ dP df # 
dt dt dt 
_dL 
dt (3.25) 
Es decir, el cambio con respecto al tiempo del momento angular de 
una partícula, es igual al torque de la fuerza aplicada a ella. 
Puede observarse a partir de (3.25), que si T = 0, puede ocurrir 
una de las siguientes situaciones 
- Que F = 0 (partícula libre ver fig.3-8 parte a)) 
- Que F sea paralela a r (ver fig.3-8 parte b)) 
En ambos casos, L permanece constante. 
La segunda situación permite definir las fuerzas centrales: 
"Si la dirección de una fuerza pasa siempre a través de un punto 
SO ffanua1 de Física I para ingeniería 
Trayectoria 
partícula libre 
a) b) 
fig.3-8 
fijo, (como lo muestra la fig. 3-8), se denomina central". Y el 
momento angular de la partícula con respecto al centro (de 
fuerza), debe permanecer constante. 
Ejemplos de este tipo de fuerzas se dan en la interacción entre 
los planetas y el sol, entre el electrón y el protón en un átomo 
de hidrógeno y en general en los átomos hidrogenoides. 
Por otra parte, como L es un vector, al mantenerse constante bajo 
la acción de fuerzas conservativas, implica dos situaciones 
bastante interesantes: 
Al conservarse su dirección, el movimiento de la partícula se 
verá forzado a realizarse en un plano. 
Al conservarse la magnitud, puede explicarse la segunda de las 
leyes de Kepler: el radio vector que une el planeta con el sol, 
barre areas iguales en tiempos iguales. 
Si la fuerza central es conservativa, puede demostrarse que la 
energía potencial de la partícula sometida a éste tipo de 
interacción depende tan solo de su distancia al centro de fuerza, 
por consiguiente es independiente de 6. 
Ep = Ep(r) y Ep = Ep(&) - 0 
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de tal manera que F, de acuerdo con (3.19) puede escribirse como 
P = Pr = -tfr = -JLEp(I) (3.26) 
pues F© = 0 
y la conservación de la energía conduce en este caso a 
E- ±mv2 + Ep(i) (3.27) 
Los dos principios de conservación (el del momento angular y el 
de la energía total), serón pues, la base para resolver el 
problema de una partícula sujeta a la acción de una fuerza 
central conservativa. 
Nuestro objetivo es describir el movimiento de la partícula en el 
plano, para lo cual se utilizarán coordenadas polares, de tal 
modo que nuestro interés estará basado en hallar r = r(t) y 8 = 
6(t) y con éstas, la ecuación de la trayectoria 
Como 
V2 = v2 + ve2 
vdt' dt' 
y dado que L permanece constante, 
L - mi '' .2 d& 
dt 
de donde se obtiene 
r dB „ JL_ 
dt mi 
que al reemplazarse en la expresión para v, se obtiene 
v2 - ( — ) 2 + 1,2 dt (mi)2 
el cual cuando se sustituye en (3.27), conduce a 
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E • + -A— + Ep(r) (3.28) 2 dt 2 jar2 P 
Esta expresión, describe por completo el movimiento radial de la 
partícula. Si en ella asumimos que la partícula se desplaza 
radialmente con una energía potencial efectiva Ep,ef(r), dada por 
¿2 
EP.af<z) - + EHz) 
donde 
L2 
2mr' 
BP.C{z) 
se denomina potencial de energía centrífugo, al cual puede 
asociársele una fuerza centrífuga Fe = - (d/dr)(Ep,c) = L/mr > 0 
que apunta fuera del origen 
Esta fuerza centrífuga que constiuye una fuerza ficticia, 
describe la tendencia de la partícula, .de acuerdo con la ley de 
inercia, de moverse en linea recta. 
Reemplazando Ep,ef(r) en (3.28), se llega a 
obteniéndose para dr/dt, 
ft- r,»1" 
que al integrrse, conlleva a 
r t 
a partir de la cual puede obtenerse r = r(t). 
La obteción de 0 = B(t) se consigue a partir de (3.24) combinada 
con (3.29): 
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Como 
L - mr 2 d& dB dt ' dt mr2 
que al integrarse, con r = r(t), dada por (3.29), se llega a 
8 C 
i * " / e. o 
Ldt 
o 10x2 
obteniéndose de esta manera 8 = 8(t). 
Combinando las ecuaciones para dr/dt y d8/dt se consigue la 
ecuación de la trayectoria. Esto es, 
r e 
d I - rde - e - en f 9* f i < f ) r « [ < ! ) ( * - i 
Curvas de potencial 
Cuando se analizó el trabajo realizado por un resorte sobre un 
cuerpo, se encontró que podía expresarse como 
B 
W = fFdx = Kk* - -ÍJOCj a B 
donde la cantidad 
Ep = -|jDc2 
constituye la energía potencial (elástica) del resorte. 
Al graficarse esta expresión en función de la posición de la masa 
sujeta al resorte, puede obtenerse una curva de la forma como se 
indica en la fig.3-9, donde puede apreciarse la relación 
existente entre E, Ek y Ep. Esto es 
E - Ek + Ep 
y cómo ésta queda determinada por la amplitud (A) 
de la partícula, pues en x = A, 
del movimiento 
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Cp - JL KXZ z 
El cuerpo puede moverse para todos los valores de x que 
satisfacen la condición -A<x<A, siendo A y -A sus máximos 
desplazamientos y constituyen los comunmente denominados puntos 
de retorno. Mas allá de éstos, el cuerpo no puede permanecer, 
pues si lo hiciera, se cumpliría la relación Ek = E - Ep <0, ya 
que fuera de los puntos de retorno, Ep>E, lo cual es imposible 
debido a que Eit = (l/2)mv2 no puede ser negativa. 
La forma del movimiento fácilmente puede ser descrita, si tenemos 
en cuenta que la fuerza viene dada por 
dEp F =» ——i 
dx 
donde dEp/dx constituye la pendiente de la curva 
En esas condiciones puede apreciarse que si -A<x<0, F > 0 y por 
consiguiente apuntará hacia la derecha (igual sentido al del 
movimiento). En x = 0, F = O y constituye un punto de equilibrio 
estable. Para 0<x<A, la pendiente es creciente (>0), por lo que F 
<0, apunta a la izquierda, deduciéndose de esta forma, que el 
movimiento resultante, es oscilatorio, donde la fuerza en todo 
momento se dirige hacia la posición de equilibrio. 
Puede apreciarse además, que en los puntos de retorno, E = Ep, el 
movimiento cambia de sentido y por consiguiente v = 0. 
Una curva más general puede verse en la fig.3-10 
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fig.3-10 
donde se registra la posición de la partícula para diversos 
valores de su energía total. 
Adicionalmente se observa, la presencia de los puntos MI, M2 y 
M3, donde F = -dEp/dx = 0, constituyendo puntos de equilibrio 
(estable para valores mínimos de Ep, como MI y M3, e inestable 
para valores máximos como M2, por ejemplo, donde si se desplaza 
ligeramente la partícula, inmediatamente se aleja de ésta 
posición debido a la acción de la F = -dEp/dx). 
Para El, la situación es equivalente al caso del sistema masa 
resorte (oscilador clásico) descrito anteriormente: la partícula 
oscilará entre los valores de x, que satisfacen la condición 
A<x<B. Su movimiento esté restringido. 
Para E2, la partícula podrá oscilar entre C y D, pero no puede 
sobrepasar 1.a barrera de potencial D-F, pues su Ek no puede ser 
<0. 
Si su energía es E3, podrá oscilar entre H-I. 
Por último, si es E4, el movimiento deja de ser oscilante, se 
realiza entre K y el infinito. 
Si la fuerza es central y conservativa, como la interacción entre 
el sol y otro planeta por ejemplo, la forma como varía la energía 
potencial del planeta, es muy parecida a como se ilustra en la 
fig.3-11 
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donde se ha considerado una fuerza atractiva, de tal manera que 
Ep corresponde a una curva creciente y por tanto de pendiente >0. 
Como puede apreciarse, a grandes distancias, Ep,c = L2/2mr2 
tiende a cero rápidamente, en tanto que para pequeñas, es el 
término dominante, originando la energía potencial efectiva Ep,ef 
= Ep,c + Ep(r). 
Cuando la energía de la partícula es El, el radio de la 
trayectoria de la partícula oscilará entre los valores máximo y 
mínimo rl y r2, y la órbita será como se ilustra en la fig.3-12 
parte a) 
Si es E2 la energía total de la partícula, la órbita no está 
limitada, la partícula puede llegar del infinito, acercarse al 
centro de fuerza hasta una distancia rmin, para luego perderse 
nuevamente en el infinito (fig.3-12 parte b)) 
Si es E3, (existe solo una intersección entre E y Ep) la 
distancia al centro de fuerza permanece constante, resultando 
para la partícula una trayectoria circular de radio ro. 
Obviamente, si por algún mecanismo la partícula gana o pierde 
energía, dependiendo de ésta, eventualmente podrá escapar del 
centro de fuerza si gana, o ser capturada a estados como se 
ilustran con El y E3. 
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3.8 Trabajo realizado por fuerzas no conservativas. 
Para finalizar este capítulo se analizará el caso en que fuerzas 
conservativas y no conservativas actúan simultáneamente sobre la 
partícula. 
Situaciones de esta naturaleza se dan frecuentemente en los 
procesos de fricción, donde a parte de actuar la fuerza 
gravitacional, simultáneamente están involucradas las fuerzas de 
fricción, como es el caso por ejemplo, del movimiento de 
partículas en los fluidos, o cuando se deslizan sobre superficies 
ásperas. Las fuerzas de fricción en general, no son conservativas 
y el trabajo que efectúan se considera negativo, debido a que 
siempre se oponen al movimiento. 
El trabajo total para desplazar una partícula desde A hasta B, en 
estos casos, es el realizado por las fuerzas conservativas mas el 
realizado por las no conservativas. Esto es: 
donde 
W ctmm es el trabajo realizado por las fuerzas conservativas y 
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" ' corresponde al realizado por las no conservativas. Esta 
expresión puede ser escrita también como 
EK,B ~ EK,A = EP.A ~ Ep.B + W 
obteniéndose para W', 
W' = (EK + EP) B - (EK + Ep) A (3.30) 
de donde se aprecia que la cantidad Ek + Ep no permanece 
constante (pues no se está considerando la energía total). 
Esta ecuación nos está mostrando una transferencia (ganancia o 
pérdida) de energía debido a la presencia de las fuerzas no 
conservativas, que se manifiesta entre otras cosas, como calor, 
energía sonora, energía potencial u otra forma de energía. 
G A P I T U I i O 4 
D I N A M I C A E>K U N S I S T E M A D E P A R T I C U L A S 
4.1 Introducción 
A pesar de que en el capítulo 2 se introdujo un sistema aislado 
compuesto por dos partículas para expresar el principio de 
conservación de la cantidad de movimiento y deducir de éste la 
segunda y tercera leyes de Newton, la dinámica desarrollada, al 
igual que los conceptos de trabajo y energía fueron aplicados tan 
solo para describir el movimiento de una partícula, cuya 
interacción con el resto del universo podía desscribirse mediante 
la fuerza o energía de la partícula. 
En este capítulo se considera el estudio de sistemas de muchas 
partículas y se extenderá a éstos, los principios de conservación 
que previamente se habían establecido para una partícula; es 
decir, los principios de conservación de la cantidad de 
movimiento, del momento angular y de la energía, que constituyen 
la base para resolver el problema del movimiento de las 
partículas que conforman el sistema. 
La discusión se inicia con la descripción del movimiento del 
centro de masa (CM) del sistema, el cual, como se verá más tarde 
se comporta como una partícula de masa igual a la de todo el 
sistema, sujeta a una fuerza igual a la suma de todas las fuerzas 
que actúan sobre todas las partículas que lo conforman. Luego se 
introduce el concepto de masa reducida, los teoremas de 
conservación que se mencionaron anteriormente y por último, se 
analizará el problema de las colisiones entre partículas. 
4.2 Movimiento del centro de masa de un sistema de partículas 
La fig.4-1 ilustra un sistema de muchas partículas que se mueve 
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respeto a un observador inercial O. 
fig.4-1 
mi, ni2, m3, ... son las masas de las partículas cuyos vectores de 
posición están dados por n , rz, r3, ... con velocidades vi, V2, 
V3, respectivamente. El centro de masa del sistema se 
define como 
Y¡,mi2i (4.1) 
f c = = ~ l r ~ 
Diferenciando esta ecuación respecto al tiempo, se obtiene 
dfc m 
dt M<Y dt 
V = -X 
M 
= | O j?- (4.2) 
donde 
y M- £ mi 
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corresponden a la cantidad de movimiento y la masa totales del 
sistema, respectivamente. Se ha supuesto también, que las masas 
de las partículas son independientes de sus velocidades. 
La ecuación (4.2) sugiere la posibilidad de describir el sistema, 
como si fuera una partícula de masa igual a la suma de las masas 
que lo componen concentrada en su centro de masa y moviéndose con 
la velocidad vcm (velocidad del centro de masa). Es precisamente 
a esta velocidad a la que nos referimos cuando hablamos de la 
velocidad de un avión, un auto, o cualquier otro cuerpo en 
movimiento, que constiuyen, desde luego, sistemas compuestos de 
muchas partículas. 
Si el sistema esta aislado, P = Zipi, permanece constante. Por lo 
que el centro de masa deberá moverse con vcm constante. 
Cuando se fija un sistema inercial en el CM (centro de masa) de 
un sistema aislado de partículas, para él, vcm = 0, por lo que 
PCM = Z±pi = Mvcm = 0. 
Si el sistema no está aislado, puede demostrarse que su 
interacción con su alrededor es equivalente al caso de dos 
partículas aisladas sujetas a su propia interacción, 
caracterizada por un intercambio de cantidad de movimiento, de 
tal manera que la totalidad de éste permanece constante. 
Así mismo, sucede con el sistema y su alrededor: el cambio en la 
cantidad de movimiento que experimenta uno, es igual y contrario 
al que experimenta el otro. 
Con esto se prueba que el cambio en la cantidad de movimiento del 
sistema en la medida que transcurre el tiempo, es debido 
únicamente a la interacción de las partículas de éste con su 
alrededor y no a la interacción entre las partículas que componen 
el sistema, ya que de acuerdo con la tercera ley de Newton, las 
fuerzas mutuas entre cada par de partículas deben ser de igual 
magnitud, pero dirigidas en sentido contrario. 
De acuerdo con lo anterior, al derivar respecto a t la ecuación 
(4.2), se obtiene 
dP m ¿Van 
dt dt 
Pex - MS„ (4.3) 
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donde 
y a0m, es la aceleración del centro de masa del sistema de partículas. 
La ec.(4.3) indica por una parte que la fuerza externa sobre un 
sistema de partículas es la suma de las fuerzas externas que 
actúan sobre cada una de las partículas del sistema, y por otra, 
que el centro de masa de un sistema de partículas se mueve como 
si fuera una partícula de masa igual a la de todo el sistema, 
sujeto a la fuerza externa aplicada sobre él. 
El movimiento de la tierra alrededor del sol, constituye un 
ejemplo de esta situación: El centro de masa de la tierra se 
mueve como lo haría una partícula de masa igual a la de la tierra 
y estuviese sujeta a una fuerza igual a la de las fuerzas 
ejercidas por el sol y los demás cuerpos celestes sobre las 
partículas que componen la tierra. 
4.3 Masa Reducida 
Es posible reducir la descripción del movimiento de dos 
partículas (sujetas solamente a su mutua interacción), al de una 
sola, cuya masa es igual a la masa reducida del sistema, sujeta a 
una fuerza igual a su propia interacción. 
Refiriéndonos a la fig.4-2, se deduce que la ecuación de 
movimiento para cada partícula es: 
¿2 „ d^ 
n»! dt 
Í5± -
dt dt 
donde F12 es la fuerza que que experimenta la partícula 1 por la 
presencia de 2, en tanto que F21 es la que experimenta la 
partícula 2 por la presencia de 1. 
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fig.4-2 
F12 = -Fai 
La sustracción de las dos ecuaciones conlleva a 
- dP2 , - A i 
dt dt 
ál2 = O - \li12 (4.4) I* 
con 
1 1 1 JlUJOn — • — + — O |l • 
H m¿ % + n^ (4.5) 
la masa reducida del sistema L ecuación (4.4) indica que el movimiento relativo de dos 
partículas sujetas solamente a su mutua interacción, es 
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equivalente al de una partícula de masa igual a la masa reducida 
bajo una fuerza igual a la interacción. 
Si en (4.5), ml<«<m2 puede demostrarse (utilizando el binomio de 
Newton) que 
ffinu . m,. , , ni-. Ia = -^-T^T = J NI ( 1 + "=T> = ^(JN^-i) « ÍTÍJ 
"k + n>2 
Es decir, la masa reducida corresponde prácticamente a la masa de 
la partícula de menor masa. Como el centro de masa, en este caso, 
está muy cerca de m2, a ésta con buena aproximación, se le puede 
asociar un sistema de referencia respecto al cual, se puede 
describir el movimiento de la partícula de masa mi. 
Esto es lo que ocurre cuando se describe el movimiento de los 
satélites respecto de la tierra (mi = masa del satelite, mz = 
masa de la tierra), de tal forma que el centro de masa está en 
tierra y respecto a él se describe el movimiento del satélite. 
4.4 Momento Angular de un sistema de partículas 
El momento angular para una partícula de masa m y velocidad v, 
está dado por 
L = frP 
y la manera como éste se relaciona con el torque, es mediante la 
expresión 
d£ _ ? 
dt 
Para el caso del sistema aislado compuesto de dos partículas 
ilustrado en la fig.4-2, estas dos expresiones tomarán la forma: 
L = 4 + L2 
- flXP12 + f2xp21 - (fx - f2) X?12 pues F12 = -Fai 
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dL 
dt 
deduciéndose de este resultado que L 
constante. 
= Li + L2 permanece 
Cuando el sistema no permanece aislado y su interacción con su 
alrededor está determinada por las fuerzas externas Fi y F2 (ver 
fig.4-3), el torque total viene dado por 
fig.4-3 
* - *1 + *a 
? = + ?12) + Z2*(?2 + P2i) 
T = • 2zxP2 
Es decir, que solo contribuyen al torque del sistema las fuerzas 
externas. 
Apesar de que el análisis anterior se realizó tan solo para un 
sistema compuesto por dos partículas, los resultados obtenidos 
tienen validez general para sistemas compuestos de muchas 
partículas. 
0 sea: 
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Para un sistema compuesto por muchas partículas 
£ ¿i 
dL _ a 
dt ax ¿ i iax 
y si permanece aislado 
- ? - o dt 
que constituye la ley de conservación del momento angular 
"Para un sistema aislado de partículas, o sobre el cual rex = ZTÍ 
= 0, el momento angular total del sistema permanece constante en 
dirección y magnitud" 
En la naturaleza esta situación se presenta, por ejemplo, en 
nuestro sistema solar: al aislarse del resto del universo, el L, 
medido a partir del CM del sistema permanece constante. (Es bueno 
recordar que el tipo de fuerzas que se experimentan en este caso, 
son centrales, lo cual contribuye también a que el torque total 
del sistema sea cero). 
4.5 Energia de un sistema de partículas 
En la fig.4-4 se ilustra las posibles trayectorias de dos 
partículas sujetas a su interacción propia y a la derivada de la 
interacción con su alrededor, representadas por Fi y F2 (la 
imagen de estas partículas, en la realidad pueden representar la 
interacción desde cuerpos microscópicos o partículas 
fundamentales, hasta los cuerpos macroscópicos como los planetas 
por ejemplo). 
En una primera medición de tiempo, las ecuaciones de movimiento 
para las dos partículas, son 
« A » ^ + P12 
m2S2 = P2 + P21 
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Un instante posterior dt, los desplazamientos de las partículas 
serán drl y dr2 tangentes a sus trayectrias. Multiplicando 
escalarmente las ecuaciomes anteriores por drl y dr2 
respectivamente y recordando que 
fig.4-4 
. df1 « v1dv1 
ä2.df2 - v2dv2 
12 -P: 21 
se llega a 
mív1dv1 + m2dv2 - .dfí + P2.dt2 + P12• df12 
integrando esta ecuación teniendo en cuenta que con A se está 
especificando la situación inicial, y con B el estado posterior, 
se obtiene 
eK,B ~ ek.A " + ¿^e (4.6) 
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donde 
EK.B - j^lB + \ 
EKA - \™XV2I* + 
®mx " + (trabajo realizado por las fuerzas 
externas) 
"it = ^ 1 2 ( t r a b a j o realizado por las fuerzas 
internas) 
Es decir, el cambio de energía cinética de un sistema de 
partículas, es igual al trabajo realizado por las fuerzas 
externas e internas. 
Cuando las fuerzas internas son conservativas, debe asociárseles 
una energía potencial interna (Epin), tal que su trabajo 
realizado pueda expresarse por 
Wit m $12 • d?i2 ~ EPin.A ~ EPln.B (4.7) 
reemplazando (4.7) en (4.6), se obtiene 
<*JC + EPin)B ~ ( EX + EPln)A " W»x ó 
&B ~ &A * Wax (4.8) 
con 
rj _ Z? + f¡ w x pin (ia energía propia del sistema) 
0 sea, el trabajo realizado por las fuerzas externas sobre un 
sistema de partículas, es equivalente al cambio que experimenta 
la energía propia del sistema. (La manera como el sistema 
interactúa con su alrededor, es mediante un intercambio de 
energía) 
Para un sistema compuesto de n partículas, la expresión para la 
energía propia es la siguiente 
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Por otra parte, si el sistema permanece aislado, Wex = 0 , de la 
ec.(4.8) se deduce que la energía propia del sistema permanece 
constante. Por tanto si la energía cinética disminuye, la 
potencial debe aumentar en la misma proporción. 
Es posible también, que las fuerzas externas sean conservativas, 
cuando esto sucede, es preciso asociarles la energía potencial 
correspondiente, de tal manera que el trabajo realizado por 
dichas fuerzas, pueda expresarse como 
WAX = EPBX,A ~ EP*x.B 
que al ser reemplazada en la ec.(4.8), se obtiene 
(U + 
EA - EB 
Es decir, la energía total de un sistema sobre el cual solo 
actúan fuerzas conservativas, permanece constante 
E " EK + EPin + E*cm constante (4.10) 
Así por ejemplo, si se lanza al espacio un resorte en cuyos 
extremos están sujetas las masas mi y rntz, la energía total del 
sistema 
E = -|í&iVí2 + -|í»2V22 + ^ Kx2 + m1gy1 + m2gy2 - constante » b A 
Colisiones o choques 
Suceden cuando dos partículas se acercan entre sí y se 
caracterizan por el intercambio de cantidad de movimiento y 
energía que experimentan las partículas interactuantes. Para que 
exista la colisión, no necesariamente las partículas deben estar 
en contacto físico ni sus masas deben permanecer constantes. Para 
que sea apreciable, solo hace falta que se aproximen. 
La fig.4-5 ilustra una posible colisión entre dos partículas que 
se aproximan: 
Como solo fuerzas internas entran en acción durante el choque, 
tanto la energía como la cantidad de movimiento deben 
conservarse. 
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v'2 
fig.4-5 
Asi, por ejemplo, si mi, m2, vi y vz son las masas y las 
velocidades de las partículas antes del choque y m'i, m'2, v'i y 
v'2, las masas y las velocidades de las partículas después del 
choque, la conservación de la cantidad de movimiento del sistema 
implica que 
3 + 3 = 3 + 3 T R2A "ÍB 2B 
Por otra parte, la energía propia del sistema debe también 
conservarse, en virtud de que el trabajo realizado por las 
fuerzas externas es nulo, esto es 
^K + EPIN)A" (EK + EPIN)B (4.11) 
donde 
EK.A ' AV1A2 + ^ W L A 2 
EK.B - \MIBVLB2 + \*2BV2B2 
y se ha considerado, desde luego, que las masas no necesariamente 
deben conservarse, como ocurre por ejemplo en los procesos de 
captura de partículas por algunos átomos. 
La ec.(4.11) permite definir un factor Q, el cual dependiendo de 
su valor, caracteriza el tipo de colisión: 
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o = Ek.b Ek.a = -^pin.A " EPln.B (4.12) 
Su valor puede ser >, < o igual a cero 
Si Q = 0, la colisión se denomina elástica y se caracteriza por 
la conservación de la energía cinética. Si no es así, la colisión 
se denimina inelástica, y completamente inelástica cuando las 
partículas después de la interacción permanecen unidas 
desplazándose con la misma velocidad. 
Si Q<0, la colisión se llama Endoérgica y se caracteriza por la 
disminución en la energía cinética, con el correspondiente 
aumento en la potencial interna. 
Si Q>0, la colisión es Exoérgica y en ella hay aumento de la 
energía cinética. 
Cuando se presentan choques frontales y elásticos entre dos 
partículas, las ecuaciones de conservación de la cantidad de 
movimiento lineal y la energía cinética 
A2 + ' j"hVlB2 + J^2V2B 
conducen a encontrar para VIB y VZB (conocidas previamente mi, 
mz, VIA y V2A, considerando además que las masas permanecen 
constantes) las siguientes expresiones 
(rn.-m,) — — 
13 (m^ + Jiij) " % + ÍBj m 
f2B m^ + n¡2 •] vi u n^ + n^ 
(4.13) 
en donde es preciso tener encuenta el signo de las velocidades 
antes y después del choque, dado el caracter vectorial de éstas. 
Sobre las ecuaciones (4.13) pueden hacerse muchas 
consideraciones: 
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Si mi = mz, 
V1B = V2A Y V2B " *ÍA 
las partículas intercambian sus velocidades de la manera como lo 
hacen las bolas de billar 
Si ffl2 está inicialmente en reposo, VZA = 0, las ecuaciones (4.13) 
toman la forma 
- ja,) 
-«• Jitj) n» - [ ? , r ] vu 
+ JIIj) 
Si además de estar en reposo, M2>»mi, se deducce que 
= y v2B - 0 
Es muy normal que un choque se produzca en el plano, cuando esto 
sucede, la conservación de la cantidad de movimiento (dado su 
caracter vectorial) implica que las componentes inicial y final a 
lo largo de cada uno de los ejes deben conservarse separadamente, 
es decir: 
3 = 3 A "B 
+ h)A - + ?I)B 
PlAxt + P2Axí + PlAy} + P2AyJ - PXBxí + P2Bxt + PlBy} + p2Byí 
lo cual se satisface si 
PlAx + P2AX " PlBx + P2Bx 
P1Ay + P2Ay * PlBy + P2By 
donde se ha asignado con A y B, los estados de las partículas, 
antes y después del choque, respectivamente. 
G A P I T U I i O 5 
DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO C Dinámica, rotac ional ) 
5.1 Introducción 
En el capítulo 2, sección 7, se discutió el problema dinámico de 
una partícula con movimiento circular. De su análisis se pudo 
evidenciar la simetría de las ecuaciones que lo describen, con 
relación a las que lo hacen para el movimiento lineal o 
traslacional. En el capítulo 3 se introdujo los conceptos de 
trabajo y energía para una partícula, como alternativa para 
encontrar la solución al problema del movimiento de ésta. En el 
capítulo 4 se extendió los conceptos de trabajo y energía a 
sistemas conformados por muchas partículas, y basados en los 
teoremas de conservación de ésta, de la cantidad de movimiento 
lineal, el momento angular y el del trabajo y energía cinética, 
se encontró su solución. 
En éste, se describirá el movimiento de un sistema, conformado 
también por muchas partículas pero con una condición muy especial 
y es que la distancia entre éstas, permanece constante. Un 
sistema con estas características es el que puede definir un 
cuerpo rígido, cuyo movimiento, en el caso más general, puede 
tratarse de una combinación de dos tipos: movimiento rotacional 
alrededor de un eje fijo al cuerpo y movimiento traslacional, 
como sucede por ejemplo con un Yo-Yo, o cuerpos como cilindros, 
esferas o anillos que ruedan por un plano inclinado (el 
movimiento de rotación lo realizan en torno a un eje fijo al 
cuerpo que pasa por su centro de masa, y el de traslación es 
equivalente al de una partícula con masa igual a la del cuerpo, 
concentrada en su centro de masa y con una velocidad igual a la 
de éste). 
Para la descripción de la rotación, será preciso resolver la 
ecuación 
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» f (5.1) 
dt 
y se descubrirá que la simetría de las ecuaciones encontradas en 
el capítulo 2, se ampliará mucho más cuando se analice 
completamente este tipo de movimiento para el cual, serán válidos 
también, los teoremas de conservación de la energía, el momento 
angular al igual que la equivalencia entre el trabajo y la 
energía cinética. 
El movimiento de traslación, puede tratarse con las leyes de 
Newton y las leyes de conservacón de la energía. 
5.2 Rotación de un cuerpo rígido. 
Si un cuerpo rota alrededor de un eje paralelo a z, con velocidad 
angular w, cada partícula que lo compone describe una órbita 
circular con centro en el eje y un radio igual a la distancia que 
lo separa del eje mencionado (fig. 5-1). 
fig. 5-1 
La velocidad tangencial de esta partícula viene dada por 
= ffxfi 
Siendo la dirección de w la misma del eje de rotación. Su 
magnitud es 
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v¿ - w x sin 6¿ 
v¿ = wR± 
pues 
r¿ sin 9¿ - R¿ 
El momento angular de esta partícula referido a o, viene dado por 
L¿ = ?Í* $ i = miíixVi 
cuya dirección es perpendicular al plano determinado por n y vi 
y forma un ángulo (90 - 8i) con el eje de rotación. 
La proyección de Li sobre z, Liz, es 
Liz = L¿ eos (90 - 0) 
Liz - sin 
Liz - n^ Tj v¿ sin 8i - m1 x¿ sin 8J w Rd 
La proyección total sobre el eje será 
L*m ¿i* + ¿2* + ¿3* + 
Lz - (n^ Rx2 + mj i?22 + ju3 R32 + . . ..) w2 
L z I W (5.2) 
con 
el momento de inercia. 
El momento angular total del cuerpo rígido es la suma de los 
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momentos angulares de cada una de las partículas que lo 
conforman: 
en general no es paralelo al eje de rotación y por supuesto a w. 
Para algunos cuerpos, sin embargo, existen ejes de rotación, 
denominados ejes principales de inercia para los cuales L resulta 
ser paralelo y los momentos respecto a ellos se denominan 
momentos principales de inercia denotados por Ii, I2, I3. 
Los ejes principales se denotan 
por Xo, Yo, Zo y permaneces fijos 
al cuerpo (rotan con él). En algunos casos coinciden con los 
ejes de simetría. Así por ejemplo, en las esferas, cualquier eje 
que pasa por su centro es un eje principal, en los cilindros, un 
eje que pase por su centro a lo largo de él es también principal, 
como también lo será un eje perpendicular a éste. 
Si un cuerpo rota alrededor de un eje principal, L es paralelo a 
w y al eje de rotación, esto es: 
5.3 Cálculo del momento de inercia. 
Como la rotación del cuerpo rígido viene determinada por el 
torque neto que obra sobre él, en virtud de la ecuación 
dL ? 
dt 
Con L = Iw para el caso particular de rotación en torno a un eje 
principal, se deduce que 
d? - d m jM „ , ? ( 5. 5 ) 
dt dt dt 
donde, para su evaluación se hace imprescindible determinar el 
momento de inercia del cuerpo en cuestión. 
Esto se logra en algunos casos con ayuda del cálculo integral. 
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Así, 
se transforma para el caso de un cuerpo rígido en la integral 
I = j R2 dm (5.6) 
en la que es necesario expresar el elemento de masa dm (situado a 
una distancia R del eje) en término de sus coordenadas, lo cual 
puede hacerse definiendo la densidad volumétrica del cuerpo, como 
_ _ LINT Am _ dm ^ Y ^  
K A v - o Av d y 
ó 
d m » p dv 
De tal manera que I puede expresarse como 
I = J p R2 dv (5.8) 
Si el cuerpo es homogéneo,P (rho) es constante por lo que I toma 
la forma 
J = p fR2 dv (5.9) 
Ejemplo: Calcular el momento de inercia de un cilindro sólido 
uniforme de radio R, masa M y longitud L alrededor de un eje, que 
pasa por el centro, a lo largo de su longitud (fig. 5-2). 
Un método sencillo y directo en este ejemplo, consiste (como se 
aprecia en la figura) en dividir el cilindro en cascarones de 
espesor dr y longitud L, situados a una distancia r del eje. 
El volumen de cada cascarón es 
dv = area x altura 
dv = 2rtrdrL = 2itrLdr 
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fig. 5-2 
En estas condiciones, 
A 
I = p j r2 dV = 2 n L p f r3 d!r = ^J?4 p L = g -R2 ¿ P o3 2 
Como el volumen del cilindro es V = u R2 L y su densidad, P = M/V 
, M = V P — TC R 2 L 
Se encuentra para I, el valor 
1 
2J I - Í M R
2 
En la tabla 5.1 se presenta el momento de inercia de cuerpos 
rígidos homogéneos con diferentes geometrías. 
A veces es importante determinar el momento de inercia de un 
cuerpo con relación a un eje arbitrario. Esto puede conseguirse 
con el teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos. El 
cual afirma que el momento de inercia respecto a cualquier eje 
que pasa por el centro de masa y que se encuentra a una distancia 
d de él, es: 
I ' Ic + M d2 (5.10) 
donde Ic, es el momento de inercia, del cuerpo rígido con 
relación a un eje que pasa por su centro de masa (CM) y M, es la 
masa del cuerpo. 
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Para su demostración podemos referirnos a la fig. 5-3, en la que 
se esquematiza un cuerpo que gira en el plano xy en torno a un 
eje paralelo a z que pasa por 0. Las coordenadas del CM son (Xc, 
Ye) y las del elemento de masa dm, son (x,y) respecto a 0 y 
(x',y") con relación al CM, d, es la distancia que separa a los 
dos ejes paralelos 
De la definición del momento de inercia se tiene que 
I = jr2 dm 
con 
r2 = x2 + y2, x = xc + x', y = yc + y', d2 = x2 + y 2 
que al reemplazar en I, se llega a 
I = |[<x' + xc)2 + (y' + yc)2] dm 
I = J*(x' 2 + y/ 2) dm + 2 xjx'dm + 2ycfy/dm + (xc2 + y2) jdm 
El primer término, es el momento de inercia referido al CM, Ic; 
los dos términos del centro corresponden a las coordenadas del CM 
referidas a éste mismo punto por lo cual deben anularse. El 
último, es precisamente Md2. 
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De esta manera se demuestra 
I - Ic = M d 2 
Como aplicación de este teorema, puede calcularse el momento de 
inercia del cilindro considerado en el ejemplo anterior, con 
relación a un eje que pasa por el borde externo y es paralelo a 
aquel que pasa por el centro, a lo largo de su longitud. 
El resultado es 
I - Ic + M R2 - —MR2 + MR2 - —MR2 •» o o 
donde para este caso particular d = R 
El radio de giro de un cuerpo rígido de masa M y momento de 
inercia I, esta definido por 
K - vT-£) O J - MK2 
Representa la distancia del eje a la cual se puede concentrar la 
masa del cuerpo sin variar su momento de inercia. Es una 
cantidad que para cuerpos con cierta geometría resulta fácil su 
determinación, a partir de la cual puede obtenerse el momento de 
inercia. 
Una vez discutidas algunas técnicas para la determinación del 
momento de inercia de ciertos cuerpos, veamos a que conlleva la 
solución de un problema de movimiento. 
Consideremos tres situaciones: 
A. El cuerpo rígido rota alrededor de un eje principal que tiene 
un punto fijo respecto a un sistema inercial (no se traslada) 
B. El cuerpo no rota alrededor de un eje principal 
C. El cuerpo rota y además se traslada. 
En el caso A, se enccontró para el momento angular del cuerpo, 
L = I # 
de esta manera, el torque correspondiente tomará la forma 
? = » JÜ 
T dt dt * 
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? = j i g - I I 
dt 
donde se ha considerado que el eje permanece fijo con respecto al 
cuerpo rígido y adicionalmente que a = dw/dt. 
Si r = 0, a = 0, de tal manera que L debe conservarse, 
deduciéndose así, que w debe permanecer constante. Es decir: 
"Cuando un cuerpo rígido rota alrededor de un eje principal, lo 
hace con una velocidad angular constante, si la suma de los 
torques, o lo que es equivalente, el torque neto, es igual a 
cero". 
Principio que constituye la ley de inercia para la rotación y 
debe compararse con el correspondiente a la traslación. 
Podemos asumir en la situación B, que z es la dirección del eje 
de giro, en estas condiciones, la velocidad angular del cuerpo 
conserva esta misma dirección, en tanto que L, mantiene otra. 
Asi, si Lz es la proyección del momento angular sobre z, 
Tz - ^ - d I W m J a 
* dt dt 
Como en el caso anterior, se deduce, que una vez determinado los 
momentos o torques que actúan sobre el cuerpo, podrá encontrarse 
la aceleración angular de éste con la cual podrá determinarse la 
velocidad y posición angulares mediante la integración sucesiva 
de ésta (con la primera, se obtiene w y con la segunda, 8), 
reproduciéndose aquellas expresiones del movimiento circular 
halladas en el capitulo 2. 
En el caso C, si la rotación se realiza respecto a un eje que 
pase por el CM del cuerpo, L y T deben calcularse con relación a 
este mismo punto. El torque, es pues: 
(5.12) 
Si la única fuerza que actúa es su propio peso, r = 0 (por ser de 
cárcter central), así, que si el cuerpo puede rotar, lo hará con 
velocidad angular constante. 
Como estamos considerando adicionalmente que el cuerpo se 
traslada (como por ejemplo un Yo-Yo o los cuerpos que bajan por 
un plano inclinado), la descripción de este movimiento se puede 
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conseguir ya sea mediante la aplicación de las leyes de Newton o 
mediante los teoremas de conservación de la energía, cuando sea 
necesario. 
En cualquiera de los casos es bueno aclarar que el cuerpo rígido 
se comporta como (cualquier sistema compuesto por muchas 
partículas) una partícula cuya masa es igual a la de todo el 
cuerpo, concentrada en su CM y que se desplaza con una velocidad 
igual a la de éste y sometida a la acción de la fuerza externa 
Fax — Mficm). 
5.4 Energía del cuerpo rígido 
Para un sistema compuesto por muchas partículas, la energía 
cinética, viene dada por 
En el caso de un cuerpo rígido que rota alrededor de un eje con 
velocidad angular w, cada partícula posee una velocidad vi = wRi. 
Con Ri, la distancia de la partícula al eje. Reemplazando este 
valor en la ecuación anterior se encuentra para Ek: 
E{K,r) - ^(]Tjbíí?í2W2 
Ecuación que es válida independientemente del eje de rotación. 
Si la rotación es alrededor de un eje principal, L = Iw, de tal 
forma que Ek puede escribirse como 
* = 1 I ¿ (5.14) 2 I 
Las dos últimas expresiones constituyen una nueva forma de 
energía cinética asociada al cuerpo rígido en virtud de su 
movimiento de rotación. Por tal motivo se les conoce como la 
enrgía cinética rotación. 
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Si el cuerpo rota y además se traslada, su energía cinética será 
EK " EK.t + EK.Z 
e K " \ M v o t + \ l c " 2 (5-15) 
Es decir, su energía cinética de traslación más la energía 
cinética de rotación (la energía cinética del centro de masa más 
la referida al centro de masa cuando la rotación se realiza 
alrededor de un eje que pasa por este punto). 
Por otra parte, como en un cuerpo rígido la Epin permanece 
constante, pues las distancias entre las partículas que lo 
constituyen, también lo permanecen, 
EK,B - EK.A = Wax (5.16) 
El cambio que experimenta la energía cinética del cuerpo rígido 
es equivalente al trabajo realizado por las fuerzas externas. 
Si éstas fuerzas son conservativas, debe asociárseles una energía 
potencial, por tal razón, la ecuación anterior puede expresarse 
como 
eK,B ~ eK.A * EP,A ~ EP,B 
(EK +EP) P' A (Er + Ep) P' B 
Ea 
(5.17) 
Es decir, la energía total del cuerpo rígido, 
E - V a t 2 + \Ic v2 + Ef 
permanece constante. (M, constituye la masa del cuerpo rígido, 
vom la velocidad del centro de masa, Ic, el momento de inercia 
con respecto a su centro de masa, y w, es la velocidad angular). 
Si el cuerpo cae por la acción de la gravedad, Ep = mgy. 
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Cuando actúan simultáneamente fuerzas conservativas y no 
conservativas sobre el cuerpo, el trabajo total viene dado por 
"con.* * 
donde Weone, corresponde al trabajo realizado por las fuerzas 
conservativas y W', al realizado por las fuerzas no conserva-
tivas. Esta ecuación puede expresarse también como 
Ek,B - Ek.A ' EP,A ~ EP.B + 
ó 
W' - {EK + EP)B - (EK + EP)A (5.19) 
que corresponde por ejemplo, al trabajo realizado por las fuerzas 
de fricción. 
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Tabla 5-1. Momentos de inercia de cuerpos rígidos homogéneos. 
